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УДК 538.9(075)

Н.Н. Горобей, А.С. Лукьяненко

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

О БАЛАНСЕ ЭНЕРГИИ В ТЕРМОУПРУГОМ ЭФФЕКТЕ

Энергетический баланс в термоупругом эффекте анализируется в рамках 
модели механически деформируемого ансамбля ангармонических осциллято-
ров. Тем самым разделяются макроскопический аспект действия нагрузки –  
механическая деформация образца в целом с соответствующим вкладом в 
баланс энергии (механическая работа) и изменение колебательной энергии 
осцилляторов на микроскопическом уровне при данной деформации образ-
ца. В термоупругом эффекте между этими двумя составляющими происходит 
перераспределение внутренней энергии образца. Рассматривается также пре-
дельный случай низких температур, когда колебательная энергия сводится к 
энергии нулевых колебаний.

ЭНЕРГИЯ, ТЕРМОУПРУГИЙ ЭФФЕКТ, БАЛАНС ЭНЕРГИИ, ДЕФОРМАЦИЯ, АНГАРМО-
НИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР.

Введение

В работах [1–3] обсуждается термоу-
пругий эффект – понижение температуры 
образца при его адиабатическом механи-
ческом растяжении (наоборот, увеличение 
температуры при сжатии). Энергетика это-
го процесса, особенно при растяжении, не 
очевидна. Совершая положительную меха-
ническую работу при растяжении образца, 
мы понижаем колебательную энергию ато-
мов (которая пропорциональна абсолют-
ной температуре). При этом уменьшение 
внутренней энергии образца, связанное 
с охлаждением, по величине оказывается 
почти на порядок больше работы внешней 
силы. Этот эффект более ярко выражен 
при высоких температурах, однако будучи 
универсальным явлением, он проявляется 
и при низких температурах. В указанной 
температурной области речь идет скорее о 
термодинамическом проявлении ангармо-
нического эффекта влияния механической 
нагрузки на частоту колебаний атомов. Бу-
дучи квантованной, энергия этих колеба-
ний, а значит и колебательная часть вну-
тренней энергии образца, меняются под 

действием нагрузки так же, как и в класси-
ческом термоупругом эффекте. Энергетика 
этого процесса для одного нагружаемого 
квантового ангармонического осциллятора 
в широкой области температур обсужда-
ется в работе [4]. Сделан вывод, что, как 
и в классическом случае [1–3], изменение 
колебательной энергии под действием на-
грузки является следствием ангармонизма 
межатомных связей.

В упомянутых выше работах этот эф-
фект объясняется ангармонизмом межа-
томного взаимодействия, который является 
причиной перераспределения между раз-
личными составляющими энергии атомов, 
а внешняя сила играет роль «спускового 
крючка» в механизме перераспределения. В 
качестве простой модельной системы рас-
сматривается ангармонический осциллятор 
во внешнем силовом поле. Однако это объ-
яснение оставляет некоторую неясность в 
проблеме энергетического баланса, если 
оставаться в рамках простой одноосцилля-
торной модели. Причина в том, что самой 
этой модели придается двойное значение 
в трактовке эксперимента с механическим 
нагружением. С одной стороны, силовое 
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поле рассматривается как внешняя сила, 
действующая на образец (фактически к об-
разцу подвешена гиря). Это – макроскопи-
ческий аспект действия нагрузки. Тогда весь 
образец можно представить как ангармо-
нический осциллятор во внешнем силовом 
поле. При этом динамическая переменная 
осциллятора описывает макроскопическое 
удлинение образца, которое не подвержено 
микроскопическим флуктуациям, а работа 
силы при растяжении образца (мы далее 
ограничиваемся этим случаем) – одна из 
составляющих баланса энергии. С другой 
стороны, колебания отдельного атома, на-
пример в простой модели Эйнштейна для 
твердого тела, также рассматриваются как 
колебания ангармонического осциллято-
ра. И в этом случае действие механиче-
ской нагрузки на колебания учитывается 
путем добавления потенциальной энергии 
силового поля к потенциальной энергии 
осциллятора. Но теперь координата осцил-
лятора является флуктуирующей динами-
ческой переменной, возможные значения 
которой должны подчиняться статистике 
Максвелла–Больцмана. При этом потенци-
альную энергию силового поля следует рас-
сматривать как часть внутренней энергии 
тела. Элементарные осцилляторы оказыва-
ются неизолированными, и как следствие –  
энергия их колебаний меняется под дей-
ствием силового поля. Энергия колебаний 
осциллятора является второй составляющей 
баланса энергии, а ее изменение в силовом 
поле объясняет термоупругий эффект. Од-
нако в этом рассмотрении, очевидно, теря-
ется связь между изменением внутренней 
энергии деформируемого твердого тела и 
макроскопической работой внешней силы. 

Решение проблемы баланса энергии мо-
жет быть получено, если использовать более 
реалистичную модель твердого тела. Сле-
дует разделить макроскопический аспект 
действия механической нагрузки и ее про-
явление в динамике отдельного атома. Не-
обходимо учесть тот факт, что макроско-
пический образец составлен из большого 
количества элементарных осцилляторов, 
и в этом коллективе действуют статисти-
ческие законы. Механическая нагрузка не 
действует непосредственно на флуктуирую-

щие динамические переменные элементар-
ных осцилляторов, определяя лишь макро-
скопическое удлинение образца. В качестве 
модели твердого тела (образца), учиты-
вающей оба аспекта действия нагрузки, в 
данной работе рассмотрен ансамбль неза-
висимых ангармонических осцилляторов, 
которые все вместе деформируются внеш-
ней силой. В этой модели силовое поле вы-
зывает деформацию образца в целом, при-
чем в результате усреднения по ансамблю 
этот параметр является макроскопическим 
(не флуктуирующим). Теперь воздействие 
внешнего силового поля на каждый осцил-
лятор определяется одним параметром –  
макроскопической деформацией образца.

Ансамбль деформируемых  
ангармонических осцилляторов

Рассмотрим ансамбль N, ( )N N → ∞  неза-
висимых ангармонических осцилляторов, 
которые скрепляют две жесткие рейки. 
Положение одной рейки фиксировано, а 
к другой приложена сила ( ).F t  Сами эти 
рейки не являются необходимым элемен-
том модели, они лишь дают наглядный 
образ динамической переменной образца, 
связанной с его макроскопической дефор-
мацией. Удлинение этого «образца» будем 
описывать параметром ( ),y t  который счи-
таем макроскопическим в том смысле, что 
он не подвержен микроскопическим флук-
туациям. Флуктуирует координата смеще-
ния из положения равновесия отдельного 
осциллятора ,kx  который двумя одинако-
выми связями (пружинками) соединен с 
рейками. Потенциальную энергию осцил-
лятора запишем в приближении кубическо-
го ангармонизма:

2 2

3 3

( ( ) )
( , ( ))

2 2
( ( ) )

.
3 3

fx f y t x
U x y t

gx g y t x

−
= + −

−
− −

Заметим, что в силу симметрии системы 
ангармоническая добавка в данном случае 
является квадратичной функцией коорди-
наты x:

3 2 2( 3 3 ),
3
g

y y x yx− − +

(1)
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что значительно упрощает последующее 
рассмотрение. 

Функция Гамильтона всей системы, 
включающая потенциальную энергию 
внешнего силового поля ( ),F t  имеет вид:

1

( , , ( )) ( , , ( )) ( ) ( ),
N

k k k k
k

H x p y t h x p y t F t y t
=

= −∑
где

2

( , , ( )) ( , ( ))
2
p

h x p y t U x y t
m

≡ +

– функция Гамильтона одного осциллято-
ра.

Деформация образца ( )y t  определяется 
внешней силой следующим образом. Усло-
вие адиабатичности нагружения, помимо 
термодинамического значения этого слова, 
в нашем случае означает, что внешняя сила 
изменяется со временем медленно, так что 
скорость деформации образца много мень-
ше средней скорости осциллятора:

( ) .
p

y t
m

<<

Считаем также, что подвижная рей-
ка перемещается без ускорения, поэтому 
в каждый момент времени внешняя сила 
уравновешена упругой суммарной силой, 
действующей со стороны осцилляторов. 
Флуктуациями этой упругой силы пре-
небрегаем (результат «самоусреднения» в 
большом ансамбле). Равенство сил означа-
ет, что средняя сила, действующая на под-
вижную рейку равна нулю:

0.
H
y

∂
=

∂
Отсюда получаем соотношение:

2 2( 2 ),
F g

y x y y x x
Nf f

= + + − +

где средние вычисляются по периоду коле-
баний отдельного осциллятора. Эти вели-
чины одинаковы для всех осцилляторов. 

Второе соотношение между величинами 
( )y t  и x  получим, усредняя по периоду 

колебаний уравнение движения отдельного 
осциллятора: 

2( ) ( 2 ) 0.mx fx f x y g y yx+ + − − − =

В результате получаем:

2( 2 ).
2 2
y g

x y y x
f

= − −

Поскольку термоупругий эффект – пер-
вого порядка по константе ангармонизма 
g [3], всюду в дальнейшем ограничиваем-
ся этим приближением. Решение системы 
уравнений (5), (6) в этом приближении 
имеет вид:

2

0
2 2 ,

F g
y x x

Nf f
 

= ≅ + 
 

где индекс 0 у среднеквадратичного смеще-
ния осциллятора означает, что эта величина 
определяется в гармоническом приближе-
нии, в котором имеет место соотношение

2
0кол0

2 ,f x E=

где 0колE  – начальное значение энергии ко-
лебаний осциллятора. 

Для колебательной энергии осциллято-
ра в гармоническом приближении класси-
ческий закон равнораспределения энергии 
дает известное соотношение:

кол .E kT=

Фактически на данном этапе произо-
шло разделение упомянутых выше двух 
аспектов действия силы. С одной стороны, 
деформация образца ( )y t  определяет рабо-
ту внешней силы:

2

0

( )
( ) ( ) ,

t F t
A Fdy dtF t y t

Nf
= = ≅∫ ∫ 

где в последнем равенстве мы учли соотно-
шение (7). Эта работа, как  видно, дает из-
вестный вклад в упругую энергию деформи-
рованного образца. С другой стороны, ( )y t  
является внешним параметром в динамике 
отдельного осциллятора, к рассмотрению 
которой обратимся в следующем разделе.

Энергия колебаний и баланс энергии  
в термоупругом эффекте

Объяснение термоупругого эффекта 
в новой модели практически сводится к 
определению зависимости энергии колеба-
ний отдельного осциллятора от классиче-
ского параметра ( ).y t  Энергией колебаний 
мы назовем ту часть полной энергии осцил-
лятора, которая остается после вычитания 
ее минимального значения при данной де-

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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формации y(t). Минимум потенциальной 
энергии достигается в точке x0, определяе-
мой уравнением:

2
0 02 ( 2 ) 0,

U
fx fy g y yx

x
∂

= − + − =
∂

откуда получаем 0 2 .x y=  Минимальное 
значение потенциальной энергии равно:

2 3

0 .
4 12
fy gy

U = −

Это будет второй составляющей в рас-
сматриваемом здесь балансе энергии. 

Третья составляющая – энергия колеба-
ний осциллятора:

кол кол,E K U= +

где
2 2

2 2 2
z z zp p y p

K
m m

= − ≅


 – кинетическая энергия (в последнем ра-
венстве учтено неравенство (4));

2 2 3

кол

( )
2 3

m t z gz
U

ω
= −



 – потенциальная энергия колебаний, в 
которой

( ) 0

2 ( )
( ( )) 1

2
gy t

t f gy t
m f

 
ω = − ≅ ω − 

 


 – «смягченная» частота деформированного 
ангармонического осциллятора, а 0ω  – его 
собственная частота в отсутствие ангармо-
низма. Колебательная степень свободы те-
перь описывается координатой 0.z x x≡ −

Термоупругий эффект объясняется в 
новой модели зависимостью энергии ко-
лебаний (12) от деформации образца, ко-
торая целиком определяется временной 
зависимостью «смягченной» частоты (15). 
При медленном деформировании образца 
в динамике осциллятора имеется адиаба-
тический инвариант, который в книге [5] 
найден для случая гармонического осцил-
лятора:

кол( )
const.

( )
E t

t
=

ω
 

Однако нетрудно видеть, что с точно-
стью до первого порядка по константе ан-
гармонизма g включительно этот инвари-

ант сохраняется и для ангармонического 
осциллятора со смягченной частотой (15). 
Действительно, с точностью до первого по-
рядка по g из (12) получаем:

3

0

,
6z oz

z

gz
p p

p
≅ −

где
2 2

0 кол2 .
2z

m z
p m E

 ω
≡ − 

 



Адиабатическим инвариантом является 
площадь, ограниченная замкнутой кривой 

( )zp z  в фазовом пространстве осциллято-
ра, а ангармоническая поправка в выраже-
нии (17) является нечетной функцией от z. 
Отсюда следует, что с растяжением образ-
ца его температура падает в нашей модели 
пропорционально внешней нагрузке сле-
дующим образом:

B кол кол2
.

gF
k T E E

f
∆ = ∆ ≅ −

Термоупругий эффект объясняется со-
отношением (18). Однако теперь возникает 
естественный вопрос, куда «девается» энер-
гия колебаний колE∆  при заданной работе 
внешней силы (10). Ответ на него следу-
ющий: эта энергия добавляется к упругой 
энергии растяжения химических связей. 
Действительно, изменение потенциальной 
энергии 0,U  определяемой формулой (11), 
в первом порядке по константе ангармо-
низма следует выражению:

2 3

0 кол2 2 3

2
.

3
F gF gF

U E
Nf f N f

∆ ≅ + −

Последнее слагаемое в соотношении (19) 
мало, и мы им пренебрегаем, если внешняя 
сила мала по сравнению с максимальной 
силой для ангармонического осциллятора:

2

max .
2
f

F F
g

<< =  

Таким образом, баланс энергии восста-
навливается соотношением (19). При этом  
отношение первого и второго слагаемых в 
(19) имеет порядок

0 max

кол

~ ,
x F
E

 

что очевидно мало при высоких темпера-

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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турах и относительно малых деформациях 
образца. Это объясняет существенное раз-
личие между работой внешней силы и из-
менением колебательной части внутренней 
энергии образца, которое наблюдается в 
эксперименте.

Таким образом, энергетика процесса 
адиабатического механического нагруже-
ния твердого тела и его результат – тер-
моупругий эффект становятся понятными, 
если четко разделить макроскопический 
аспект действия нагрузки и его проявление 
на микроскопическом уровне. Это под-
разумевает также разделение всех степеней 
свободы образца на две группы: микроско-
пические, динамика которых подчиняется 
статистическим законам, и макроскопиче-
ские, которые описывают деформацию об-
разца в целом и не подвержены флуктуаци-
ям. Аналогичный анализ можно провести 
и в области низких температур, где суще-
ственны квантовые закономерности. 

Ансамбль деформируемых квантовых  
ангармонических осцилляторов

Рассмотрим ансамбль N, ( )N N → ∞  не-
зависимых квантовых ангармонических 
осцилляторов. Рассуждения аналогичны 
тем, которые были проведены в разде-
ле «Ансамбль деформируемых ангармо-
нических осцилляторов». Только в этом 
случае проводится уже квантовомехани-
ческое усреднение и тогда в неравенстве 
(4) 0 0 .p p= ψ ψ  Для определенности 
ограничиваем рассмотрение пределом ну-
левой температуры, когда все осциллято-
ры находятся в основном состоянии 0 .ψ   
В формуле (5) все величины вычисляются в 
основном состоянии. 

Собственная функция основного со-
стояния (в каждый момент времени) имеет 
вид

2 2

0( , ) exp ,
2

m z
z y A

 ω
ψ = − 

 





где A  – нормировочная постоянная, а 
«смягченная» частота ω  деформированно-
го ангармонического осциллятора опреде-
ляется выражением (15). В этом состоянии 
имеем:

,
2
y

x = 2 .
4

x
m

=
ω




Вместе с уравнением (5) это дает:

2 0
2

2 2 2 ,
2

F g F g
y x

Nf f Nf f
ω

= + ≅ +


где 0ω  – частота осциллятора без ангармо-
низма, как и раньше.

Механическая работа (10), которая за-
трачивается на деформирование образца в 
условиях адиабатического нагружения, идет 
целиком на приращение его внутренней 
энергии. Но вызываемые этим воздействи-
ем ангармонические эффекты могут быть 
больше по величине и иметь другой источ-
ник, подобно тому, как это наблюдается в 
термоупругом эффекте. Представляет инте-
рес проанализировать, как это происходит 
с энергией основного состояния при нуле-
вой температуре. Условие адиабатичности 
нагружения в данном случае означает, что 
осциллятор остается в основном состоя-
нии, но меняется его собственная частота, а 
вместе с ней энергия основного состояния. 
Тем самым мы имеем квантовый вариант 
классической теоремы об адиабатическом 
инварианте [5]. Изменение частоты атом-
ных колебаний при механическом нагруже-
нии образца – измеримый эффект ангар-
монизма. С этим эффектом связана вторая 
составляющая рассматриваемого здесь ба-
ланса энергии:

0
кол 2

.
2 2

gF
E N

f
ω

∆ = ∆ω ≅ −




Это изменение колебательной части 
внутренней энергии образца измеряется 
на опыте по изменению частоты колеба-
ний осциллятора. Оно не совпадает ни по 
знаку, ни по величине с работой внешней 
силы (10). 

Третья составляющая баланса энергии –  
изменение потенциальной энергии (11), 
связанной с макроскопической дефор-
мацией образца в целом. С точностью до 
первого порядка по константе ангармониз-
ма включительно, и с учетом соотношения 
(19), получаем:

2
0

0 2

( )
.

2
F t gF

U
Nf f

ω
∆ ≅ +



(19)

(20)

(21)
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Таким образом, изменение внутренней 
энергии образца кол 0E U∆ + ∆  равно работе 
внешней силы (10), и баланс энергии вос-
становлен. В связи с этим следует обратить 
внимание на то обстоятельство, что энер-
гия основного состояния 0 2ω  и ее изме-
нение (20) при механическом нагружении 
являются необходимыми составляющими 
рассматриваемого здесь баланса энергии. 

Следовательно, адиабатическое меха-
ническое нагружение твердого тела при 
низких температурах вызывает перерас-
пределение энергии между двумя состав-
ляющими: энергией нулевых колебаний 
(«смягчение» частоты) и энергией упругой 
деформации всего образца. В отличие от 
предшествующих работ, в рассматривае-
мой здесь модели в обмене энергии уча-
ствуют два масштабных уровня: макро- и 
микроскопический. В этом случае следу-

ет говорить о разделении всех степеней 
свободы образца на квантовые, энергия 
которых квантуется, и на классические, 
динамика которых описывается законами 
классической механики. 

Заключение

Следует отметить, что, в отличие от 
предшествующих работ, перераспределение 
энергии при адиабатическом механическом 
нагружении в нашей модели осуществля-
ется между двумя масштабными уровнями: 
микроскопическим уровнем атомных ко-
лебаний и макроскопическим уровнем, где 
измеряется упругая деформация образца в 
целом.

Авторы благодарят докторов физико-
математических наук А.И. Слуцкера и  
В.Л. Гилярова за плодотворные обсуждения ма-
териалов статьи.
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Gorobey N.N., Lukyanenko A.S. On the energy balance in the thermoelastic 
effect.

The energy balance in the thermo-elastic effect is analysed in the framework of the mechanically 
deformed ensemble of anharmonic oscillators. As the result, two aspects of mechanical loading – the 
macroscopic deformation of a sample, with corresponding addition to the energy balance (the mechanical 
work), and the vibration energy of oscillators change at the microscopic level, are separated. Between these 
two parts of the internal energy of the sample the exchange in the thermo-elastic effect takes place. The low 
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temperature limit in which the vibration energy reduces to the energy of zero vibrations is also considered. 
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РАСЧЕТ КИСЛОРОДНОГО МАССООБМЕНА В ЛЕГКИХ ЧЕЛОВЕКА

В статье рассматривается влияние диффузионной способности легких на 
процесс переноса кислорода из газовой фазы альвеол в кровь капилляров лег-
ких. Основной перенос кислорода в крови осуществляется в связанном со-
стоянии с гемоглобином эритроцитов. Поэтому на диффузионную способность 
легких по транспорту газов, кроме диффузии через ткани, оказывает влияние 
скорость реакции кислорода с гемоглобином и проницаемость мембраны эри-
троцита. С использованием  различных литературных источников проведен ана-
лиз зависимости скорости реакции кислорода с гемоглобином от напряжения 
кислорода. Проведена оценка скорости реакции кислорода с гемоглобином; 
при этом применялась математическая модель легких, а также использовались 
экспериментальные данные, опубликованные в литературе. Получено хорошее 
согласие результатов численного расчета с  экспериментом.

ДИФФУЗИОННАЯ СПОСОБНОСТЬ, СКОРОСТЬ РЕАКЦИИ КИСЛОРОДА С ГЕМОГЛО-
БИНОМ, ПРОНИЦАЕМОСТЬ МЕМБРАНЫ ЭРИТРОЦИТА, ПЕРЕНОС КИСЛОРОДА ИЗ ГА-
ЗОВОЙ ФАЗЫ В КРОВЬ. 

Изучение кислородного массообмена в 
легких и разработка соответствующих ме-
тодов расчета является актуальной задачей 
физиологии как теоретической основы ме-
дицины. Особые трудности при расчетах 
возникают из-за противоречивых опытных 
данных по скорости поглощения кислорода 
гемоглобином в эритроцитах крови, проте-
кающей по легочным капиллярам.

В настоящей статье предпринята по-
пытка разрешения этой проблемы, а так-
же даются примеры расчетов кислородного 
массообмена для разных случаев.

В начальный период изучения кислород-
ного массообмена в легких человека были 
введены представления о диффузионной 
способности DL, [млo٠мин–1٠(мм рт.ст.)–1], 
легочной системы в целом и предложено 
следующее соотношение [1 – 4]:

1 1 1
,

D D VL M С
= +

Θ

где DM, [млo٠мин–1٠(мм рт.ст.)–1] – диффу-
зионная способность переноса кислорода 

из альвеол через альвеолярно-капиллярную 
мембрану в кровеносные сосуды; Θ, 
[млo٠мин–1٠(мм рт.ст.)–1 ٠млbl

–1] – скорость 
реакции кислорода с гемоглобином (Hb); 
VC, [млbl] – объем крови, находящейся в ле-
гочных капиллярах. 

Основной перенос кислорода кровью 
осуществляется в его связанном состоянии 
с гемоглобином. В работах [1 – 4] сообща-
ются результаты экспериментальных иссле-
дований скорости насыщения гемоглобина 
кислородом (оксигенации). Установленные 
значения скорости Θ в большинстве случа-
ев  не согласуются между собой. 

В альвеолы (легочные пузырьки) кровь 
поступает с гемоглобином, насыщенным 
кислородом до 70% или несколько выше. 
В капиллярах происходит насыщение кро-
ви (в пределе до 100%), значения Θ обыч-
но меняются примерно от 1,5 [млo٠мин–1× 
×(мм рт.ст.)–1٠млbl

–1] до значений, прибли-
жающихся к нулю. В работах рассматри-
ваемого начального периода выполнены 
расчеты насыщения крови кислородом в ка-
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пиллярах, а также значений DL для тех или 
иных условий. Эти расчеты носили, по боль-
шей части, оценочный характер. В работе [5] 
скорость оксигенации определялась для от-
дельных капель крови (зажатых между дву-
мя газопроницаемыми мембранами), взятых 
из проб, отвечающих различным временам 
процесса. Сам прибор основан на измере-
нии поглощения красного и инфракрасного 
излучения с предварительной градуировкой 
по опытам с ненасыщенным и полностью 
насыщенным гемоглобином. Однако наши 
оценки кислородного массообмена в легких 
человека с использованием этих значений Θ 
приводят к слишком быстрому насыщению 
крови, по сравнению с имеющимися опыт-
ными данными. Как сообщается в статье [6], 
известный специалист по строению легких 
и процессам дыхания Э.Р. Вейбель [7] пред-
ложил использовать в расчетах существенно 
более низкие значения Θ, по сравнению с 
результатами, имеющимися в то время. На 
рис. 1 дается сравнение значений Θ, пред-
ложенных Вейбелем, с опытными данными 
[4]. В этой работе значения Θ устанавлива-
лись из химического анализа кислорода в 
пробах крови. 

Сравнение значений Θ, полученных в  
работе [5], с рекомендованными Вейбелем, 
дается далее на рис. 2 для уровня насыще-
ния кислородом свыше 70 %, т. е. в рабо-
чем диапазоне.

Следует подчеркнуть, что значения Θ 
определяются средним напряжением кис-
лорода в эритроцитах, а не в плазме крови, 
хотя иногда такое различие не учитывает-
ся. Предпринятые оценки с использовани-
ем представлений, развитых в работе [7], 
показывают, что, например, при Θ = 1 
[млo٠мин–1٠(мм рт.ст.)–1٠млbl

–1] среднее зна-
чение напряжения кислорода в эритроци-
тах ниже такового в плазме крови не более, 
чем на несколько процентов. 

Под напряжением кислорода в плазме 
крови или в эритроцитах подразумевает-
ся его давление над кровью, измеряемое в 
миллиметрах ртутного столба, в равновес-
ном состоянии с жидкостью, с учетом рас-
творимости. Газ считается идеальным. Под 
объемом кислорода О2 понимается объем 
идеального газа при нормальных условиях, 
причем 1 мл кислорода  соответствует его 
массе 1,43 мг.

Следует также отметить, что при умень-
шении значений Θ должна пропорцио-
нально уменьшаться величина относитель-
ного понижения напряжения кислорода в 
эритроцитах. В любых случаях можно не 
учитывать погрешность, связанную с раз-
личием напряжения кислорода в крови и в 
отдельных эритроцитах. На рис. 2 приведе-
ны значения Θ по рекомендации Вейбеля 
и полученные расчетным путем по зави-
симости степени насыщения гемоглобина 

Рис. 1. Зависимости скорости реакции кислорода с гемоглобином Θ  
от его насыщенности кислородом S.  

Сравнение значений Θ, полученных в работе [4] (кривая 1),  
с рекомендованными  Вейбелем [6] (2)
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от напряжения кислорода в эритроцитах. 
Представленные значения Θ будут исполь-
зоваться далее в настоящей статье при рас-
четах кислородного массообмена. 

В работе [8] приведен приближенный 
вывод формулы осредненной скорости ре-
акции кислорода с гемоглобином в эри-
троците Θt [млo٠мин–1٠(мм рт.ст.)–1٠млHb

–1], 
причем Θt = Θ/h, где h, млHb / млbl – по-
казатель гематокрита, т. е. относительный 
объем гемоглобина в эритроците. 

В среднем  для здорового мужчины  
h = 0,50, для женщины h = 0,45, и обычно 
в оценках для них принимают одинаковое 
значение h = 0,50. Приближенные форму-
лы для Θt при высоких уровнях насыщения 
гемоглобина кислородом имеют вид

;
1

Sh

e
bl

e
t

e

bl e e

S
h

V
h M

V
D D S

 
α  

 Θ = Θ = ⋅
 δ

+  
 

1 [ ] .Hb
T

e e

D
M Hb

D
β

= +
α

В приведенных соотношениях αbl − рас-
творимость кислорода в плазме крови;  
Se/Ve − среднее значение отношения площа-

ди поверхности эритроцита к его объему; 
δ – толщина невозмущенного слоя плазмы 
крови у наружной поверхности эритро-
цита; Dbl, De – коэффициенты диффузии 
кислорода в плазме крови и в эритроците, 
соответственно; Sh – число Шервуда, т. е. 
средний массовый коэффициент переноса, 
который определяет значение внутреннего 
градиента напряжения кислорода у границы 
эритроцита; αe – растворимость кислорода 
в эритроците; [Hb]T – полная концентра-
ция гемоглобина в эритроците, β = dS/dPo –  
производная от степени насыщения ге-
моглобина кислородом S по напряжению 
кислорода Po в эритроците. Значения β ме-
няются вдоль кривой насыщения и при-
ближаются к нулю при величине S, стремя-
щейся к единице. В расчетах для эритроцита 
принималось значение числа Шервуда  
Sh = 2 на основании решения задачи, по-
лученного для короткого цилиндра, имити-
рующего форму эритроцита. 

В упомянутой ранее работе [5] прини-
малось изменение величины δ от 2,0 до 0,5 
мкм. При низких значениях δ авторы полу-
чали более высокие значения Θ. Эритроци-
ты в среднем имеют диаметр порядка 8 мкм 
и толщину 1,6 мкм. Характер их движения 

Рис. 2. Зависимости скорости реакции кислорода с гемоглобином (1)  
и величины насыщения гемоглобина (2) от напряжения кислорода в крови. 

Концентрация диоксида углерода в легких принята равной 10 мм рт.ст.

(1)

(2)
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в капиллярах со средним диаметром около 
8 мкм носит сложный характер. На рис. 3  
представлены кривые Θ/h [млo٠мин–1× 
×(мм рт.ст.)–1٠млHb

–1] при высоких значе-
ниях степени насыщения S, построенные с 
учетом приведенных в работе [8] расчетов 
по формулам (1) и (2), а также опытные 
данные по величине Θ, взятые из статьи 
[5], и эффективные значения этой величи-
ны по Вейбелю [6].

Формулы (1) и (2) являются прибли-
женными и дают только общий характер 
зависимостей. Тем не менее, из графиков 
на рис. 3 видно, что данные опытов из ста-
тьи [5] в главных чертах согласуются с рас-
четной кривой при δ = 0,5 мкм. То же са-
мое можно сказать и о значениях величин  
Θt , отвечающих рекомендациям Вейбеля: 
они лежат выше кривой для δ = 2 мкм, но 
ниже опытных значений статьи [5]. Полу-
ченная картина носит качественный харак-
тер, однако свидетельствует об отсутствии 
существенных противоречий между реко-
мендациями Вейбеля и экспериментальны-
ми данными [5] при повышенных уровнях 
насыщения гемоглобина. 

Есть еще одна причина понижения ве-
личины Θ. В работе [9] показано, что при 
взаимодействии эритроцита со стенками 
капилляров внутри него возможна электро-
статическая перестройка полярных молекул 
в бинарном граничном слое, приводящая 
к уменьшению проницаемости мембраны 
эритроцита. Кроме того, эритроцит с за-
пасенным кислородом не отдает его сразу 
после попадания в поток крови в сосудах 
большого диаметра (это известный физио-
логический факт). Только после попадания 
в узкие сосуды в различных органах (мыш-
цы, глаза, мозг и др.) эритроцит начинает 
отдавать кислород в результате взаимодей-
ствия со стенками. Это показано в опытах 
работы [9], выполненных с потоком  не-
прерывно перемешиваемой крови, находя-
щейся в контакте с воздухом. Изменение 
насыщения гемоглобина кислородом непре-
рывно измерялось с помощью оптического 
оксигенометра. Показано, что с повыше-
нием площади контакта крови с воздухом 
скорость оксигенации при приближении 
насыщения гемоглобина к 100 % резко по-
нижается. В опытах по деоксигенации вы-
яснено, что при воздействии переменно-
го электрического поля с частотой около  
50 Гц скорость процесса понижается, что 
связано с диэлектрической перестройкой 
ионов внутри эритроцита в граничном 
слое. 

Таким образом, можно считать, что пред-
ложенное  Вейбелем понижение эффектив-
ных значений Θ (с учетом выясненных в ра-
боте [9] факторов) также оправдано.

   С появлением современных компьюте-
ров и методов программирования расчеты 
кислородного массообмена в легких чело-
века стали давать более полное описание 
процессов. В работах [10, 11] одновременно 
вычисляются как поступление кислорода в 
кровь, так и потребление его в тканях, а 
также оценочно учитываются воспроизвод-
ство гемоглобина в костном мозге и затра-
ты энергии на мышечную работу дыхания. 
Для расчетов подобного рода необходимо 
использовать значительное число харак-
теристик тканей (дополнительно к пара-
метрам, относящимся непосредственно к 
легким). Требуемые характеристики могут 

Рис. 3. Сравнение модельных расчетов  
кислородной диффузионной емкости Θt (1, 4) 

(выполнены по формулам (1) и (2)) как  
функции от S, с экспериментальными данными 

из статьи [5] (2) и с рекомендованными  
Вейбелем (3); принятые расчетные значения δ, 

мкм: 0,5 (1) и 2,0 (4); h = 0,5 млHb/млbl 
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существенно различаться для разных лю-
дей, поэтому необходимо проведение до-
полнительных исследований, что зачастую 
и делалось. Удается  при соответствующем 
наборе значений параметров, характери-
зующих кислородный массообмен в легких 
и другие факторы (например, поглоще-
ние кислорода в тканях, вывод диоксида 
углерода и прочие), получить достаточное 
соответствие расчетных результатов экс-
периментальным данным по величинам, 
относящимся к дыханию, в частности по 
изменению парциального давления кис-
лорода в альвеолах и напряжения в капил-
лярах. Естественно, необходимо и в даль-
нейшем развивать и уточнять такие методы 
расчета. 

Вместе с тем, нужны и более детальные 
расчеты массообмена в легких,  например, 
по методу, развитому в работе [12], где 
требуются только данные, определяющие 
перенос кислорода непосредственно в лег-
ких. Авторами использованы значения ско-
рости реакции кислорода с гемоглобином 
Θ, рекомендованные Вейбелем. Результаты 
расчетов согласуются с опытными данны-
ми, полученными, например, при дыхании 
человека на разной высоте над уровнем 
моря. Рассматриваемый метод расчета до-
статочно подробно изложен в цитируе-
мой выше статье. При описании строения 
легких используется модель Вейбеля [7] с 
учетом цифровых данных по альвеолярно-
капиллярной структуре. В частности, для 
здоровых легких толщина мембраны, через 
которую кислород из альвеолы проника-
ет (диффундирует) в кровь, принимается 
равной 0,54 мкм. Коэффициент диффу-
зии кислорода в скелетных мышечных во-
локнах в условиях их относительного по-
коя у различных позвоночных равняется  
(0,9 – 1,8)·10–10 м2/с [13]. Эти значения ко-
эффициента диффузии кислорода ниже, 
чем  коэффициент диффузии в воде, в 
среднем на порядок. В случае болезненных 
состояний толщина мембраны может уве-
личиваться. В расчетной схеме [12] исполь-
зуются два исходных уравнения: баланса 
при вдохе и выдохе расхода кислорода, а 
также массообмена этого газа между аль-
веолами и кровью, протекающей по капил-

лярам. Разработана программа, которая по-
зволяет учитывать разнообразные факторы, 
влияющие на кислородный массообмен 
(например, вентиляционно-перфузионное 
отношение). При этом могут использовать-
ся параметры, отвечающие как спокойному 
дыханию, так и усиленному при выполне-
нии человеком физической нагрузки. Во 
втором случае увеличиваются расходы как 
воздуха, так и крови; дополнительно вклю-
чаются ранее не задействованные крове-
носные сосуды. В расчетах число допол-
нительно включенных капилляров задается 
таким, чтобы скорость крови в них остава-
лась такой же, как и при спокойном дыха-
нии. При этом увеличивается газообменная 
поверхность легких в соответствии с повы-
шением числа работающих сосудов.

Кроме того, оказалось возможным ис-
пользовать метод работы [12] для модели-
рования болезненных состояний легких 
человека [14]. Основные параметры со-
стояния легких у пациентов были взяты 
из данных предварительных клинических 
обследований [2]; при этом оказалось, что  
результаты расчетов соответствуют указан-
ным данным обследований. 

Метод расчета [12] с использованием 
значений Θ по Вейбелю может быть реко-
мендован как часть общих расчетов кисло-
родных массообменных  процессов в орга-
низме человека, так как дает достоверные 
результаты по потреблению кислорода в 
легких. 

Особый интерес представляют расчеты 
кислородного обмена в легких физически 
здоровых мужчин, занимавшихся в про-
шлом каким-либо видом спорта. Для обсле-
дования их дыхания было выбрано девять 
человек в возрасте от 19 до 35 лет (средний 
возраст – 26 лет) с различными уровнями 
физического развития. Данные о таких ис-
пытаниях приведены в работе [15]. У всех 
испытуемых, которые жили рядом с местом 
исследования (Дарем, Северная Каролина, 
высота 460 м над уровнем моря) и были не-
курящими,  не выявлено нарушений здо-
ровья и конкретно легочных заболеваний. 
Обследования проводились при условиях, 
отвечающих различной высоте над уров-
нем моря в состоянии покоя, и при трех 
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Таблица 

Сопоставление результатов расчета параметров кислородного массообмена  
в легких человека с экспериментальными данными 

Рair, мм 
рт.ст.

Режим 
опыта

Результат измерения [15] Расчет

VA/Q
f,

мин-1

VE,  
л/мин

QТ/60, л
PV Po PA Po PA

мм рт.ст.

Объект опыта – С.M.

760 (0) 0,88 14 10,1 0,132 39 86,6 99,3 85,4 90–104

I – 23 30,1 0,23 30 93,5 103,9 94 104–122

II – 25 43,1 0,308 30 88,5 106,9 88,5 106–126

III 2,69 40 70,5 0,382 29,1 91,5 118,8 913 115–131

632 (0) – 14 12,9 0,153 36,6 64,4 80,0 71 78–90

I 1,67 26 31,1 0,255 27,9 60,9 78,8 64 84–98

II – 30 44,6 0,322 26,1 60,6 82,4 68 87–102

III – 36 81,3 0,391 23,2 60,9 89,2 66 95–110

523 (0) 0,90 14 12,1 0,166 33,7 49,8 59 60 62–72

I 1,80 24 35,6 0,28 19,3 38,3 69,7 63 66–80

II 2,40 31 55,3 0,336 16,6 39,2 56,7 66 71–84

429 (0) 1,40 16 19,3 0,183 25,9 38,5 49,3 52 55–64

I* – 14 10,4 0,150 41,7 316,9 – 100 182–229

Объект опыта – С.Bd.

760 (0) 2,44 19 17,0 0,095 35,6 119,3 126,6 100 117–127

I 1,99 30 34,0 0,245 31,8 93,8 97,6 98 110–125

II 2,22 35 50,2 0,335 31,3 90,9 105,4 97 113–128

III 2,63 59 50,8 0,263 24,1 91,1 110,4 99 118–127

632 (0) 1,66 20 15,5 0,123 33,1 84,9 92,0 82 89–98

I 3,65 33 38,4 0,222 22,3 81,1 82,5 89 99–110

II 2,96 38 43,6 0,210 19,1 70,6 80,8 86 96–106

III 2,54 43 58,5 0,340 21,8 59,9 83,6 82 92–105

Объект опыта – M.S.

760 (0) 2,30 19 17,7 0,108 34,1 120,3 119,8 100 114–125

I 2,38 30 29,6 0,175 21,3 101,6 99,6 99 111–123

II 2,48 35 46,4 0,276 22,2 97,0 106,7 99 112–127

III 2,31 59 64,1 0,398 22,0 91,3 107,8 98 113–126

632 (0) 1,86 20 15,3 0,110 33,9 84,7 88,3 87 92–100

I 2,10 33 30,6 0,205 27,0 77,7 82,9 86 91–101

II 2,19 38 50,6 0,343 25,5 68,7 85,7 84 90–103

III 3,16 43 74,1 0,357 18,1 64,8 89,5 86 95–108

523 (0) 2,37 20 18,3 0,108 35,9 69,6 73,8 76 80–86

I 2,44 29 28,5 0,165 21,7 55,9 64,7 71 75–83

II 3,30 36 48,0 0,215 12,5 45,7 67,8 72 77–86

III 3,65 43 74,9 0,313 13,0 41,9 72,8 70 78–88

429 (0) 2,68 23 19,2 0,098 28,6 57,4 59,5 61 66–70

I – 30 31,7 0,167 14,2 35,4 51,4 56 61–68
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уровнях физической нагрузки: легкие (I), 
умеренные (II) и тяжелые (III) упражнения 
на велоэргометре (в зависимости от состоя-
ния субъекта). Выбор рабочего режима для 
основного эксперимента был таким, что-
бы дать сердцу нагрузки, соответствующие 
пульсу 120 (I), 150 (II) и 180 (III) уд./мин  
при трех указанных уровнях сложности фи-
зических уравнений. Условия, отвечающие 
разным высотам над уровнем моря, были 
смоделированы в гипобарической камере. 
Каждое упражнение длилось 7 – 9 мин, 
измерения начинались с шестой минуты 
(момент достижения стационарного состо-
яния). До начала контрольных измерений 
испытуемые длительное время находились 
в состоянии покоя. После каждого упраж-
нения мужчины отдыхали, чтобы восста-
новиться и вернуться к частоте сердечных 
сокращений, близких к соответствующим 
значениям в состоянии покоя. Эти перио-
ды отдыха длились  примерно 15, 20 и 25 
мин после легких, средней тяжести и тяже-
лых упражнений соответственно.

В таблице представлены результаты из-
мерений, характеризующих перенос кис-
лорода из газовой фазы альвеол легких в 
кровь для троих  из девяти испытуемых. 
Имена этих лиц обозначены инициалами 
С.М., C.Bd. и M.S. В таблице приведены 
результаты как для дыхания в состоянии 
покоя (0), так и для дыхания при выполне-
нии физических нагрузок различного уров-
ня (I – III).

Значения напряжения кислорода в кро-
ви определялось в опытах по пробе артери-

альной крови (после сердца), помещенной 
в хроматограф марки Вариан-3700. 

Давление кислорода в альвеоле измеря-
лось по выдыхаемому воздуху с помощью 
газоанализатора (в таблице представлены 
средние значения этой величины за перио-
ды вдоха и выдоха). В таблице также приве-
дены значения величин, рассчитанные по 
методу [12]: напряжение кислорода в крови 
после насыщения в альвеолах, средние зна-
чения парциального давления кислорода в 
альвеоле и объем крови в легочных капил-
лярах. 

Пример расчета. Моделируем случай 
дыхания испытуемого СМ, используя дан-
ные измерений, представленных в таблице. 
Рассмотрим состояние покоя. Если при-
нять объем вдыхаемого воздуха (в среднем) 
равным VT = 0,72 л, а частоту дыхания  
f = 14 цикл/мин, то получим объем  
VE = 10,1 л. Расход крови, проходящей че-
рез легкие, QT  = 7,9 л/мин. В результате 
вентиляционно-перфузионное отношение 
в данном случае составит VА/Q = 0,88. Тол-
щину мембраны зададим равной 0,54 мкм 
в соответствии  со среднестатистическими 
данными Вейбеля, относящимися к здоро-
вым легким. Из расчета по формуле (2) по-
лучаем значение диффузионной способно-
сти мембраны легких DM  = 17,2 мл٠мин–1× 
×(мм рт.ст.)–1. Аналогично приведенному 
примеру моделируются варианты при дыха-
нии под нагрузкой и при различном внеш-
нем давлении.

Расчеты показали, что у первых двух ис-
пытуемых выход кислорода из альвеол через 

Рair, мм 
рт.ст.

Режим 
опыта

Результат измерения [15] Расчет

VA/Q
f,

мин-1

VE,  
л/мин

QТ/60, л
PV Po PA Po PA

мм рт.ст.

II 2,56 41 57,6 0,335 15,5 31,4 57,9 52 61–69

III* 1,55 36 40,8 0,380 38,6 354,5 344,0 100 253–300

Обозначения : Рair – атмосферное давление; VA/Q – вентиляционно-перфузионное отношение; 
f – частота дыхания; VE  – объем воздуха, проходящего через легкие за минуту; QТ  – объем крови, 
циркулирующей через легкие за минуту; PV – напряжение кислорода в венозной крови (перед ле-
гочными капиллярами); Po – напряжение кислорода в артериальной крови (большого круга крово-
обращения); PA –  давление кислорода в альвеоле. 
Примечание . Звездочкой отмечены опытные данные при дыхании чистым кислородом.

Окончание таблицы
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альвеолярную мембрану затруднен. Увели-
чение в два раза диффузионной способно-
сти мембраны у этих мужчин приводит к 
соответствию расчетных и измеренных на-
пряжений кислорода в крови. 

При использовании результатов прове-
денного моделирования отклонение рас-
четных данных от экспериментальных зна-
чений стало небольшим для дыхания без 
нагрузки. При дыхании под нагрузкой воз-
растают расходы как крови, так и  воздуха. 
Как указывалось выше в данной статье, в 
легких включаются неиспользуемые ранее 
капилляры, т. е. возрастает объем крови VC 
и, соответственно, газообменная поверх-
ность легких. Легкие тех людей, которые 
ранее активно занимались спортом (либо 
продолжают им заниматься), более подго-
товлены к переносу кислорода из газовой 
фазы в кровь капилляров, поэтому про-
цессы увеличения VC и газообменной по-
верхности облегчены. При подборе повы-
шенных значений VC, отвечающих уровням 
нагрузки, удается получать расчетные зна-
чения величин, согласующиеся с опытны-
ми данными. Для наглядности результаты 
двух вариантов испытаний представлены на 
рис. 4.

На рис. 4 проведено сопоставление экс-
периментальных (взяты из работы [15]) и 
расчетных данных (расчеты выполнены 
нами). По вертикальной оси отложены две 

физические величины: среднее за дыхатель-
ный цикл давление кислорода в альвеолах 
(символы 1, 2) и напряжение в крови ис-
пытуемых на выходе из капилляров (3, 4). 
Уровень физической нагрузки представлен 
номерами: 0 – отсутствие нагрузки; I, II, 
III –  уровни нагрузки, при которой пульс 
испытуемых мужчин составлял 120, 150 и 
180 уд./ мин. Представлены два варианта 
атмосферного давления: близкого к нор-
мальному и пониженного.

Как видно из графиков и данных та-
блицы, различие расчетных и эксперимен-
тальных данных составляет от нескольких 
процентов до 10% в некоторых случаях. 
Причинами указанного различия могут 
быть отклонения от средних значений по-
казателя гематокрита (обычно не более чем 
на 20 – 30 %). Экспериментальные данные 
имеют погрешности измерений. Но важно 
отметить, что в целом результаты расчета 
достаточно полно согласуются с опытными 
данными.

Для остальных шести испытуемых муж-
чин (для них  данные в таблице не при-
водятся) нами получены результаты,  ана-
логичные представленным для трех первых 
субъектов.

В заключение статьи отметим, что раз-
работанный метод расчета кислородного 
массообмена в легких человека позволяет 

Рис. 4. Сравнение экспериментальных (2, 4)  и расчетных (1, 3) данных по парциальному  
давлению кислорода в альвеолах (1, 2) и по напряжению кислорода в крови (3, 4) испытуемых 

мужчин в зависимости от уровня физической нагрузки (0, I, II, III).  
Испытания проведены при значениях атмосферного давления 755 (а)  и  632 (б) мм рт.ст. 

а) б)
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получать надежные (в достаточной мере)  
результаты  как для случаев спокойного ды-
хания, так и дыхания при выполнении фи-
зических нагрузок. Метод может быть также 

использован в полных расчетах процессов 
потребления кислорода человеческим ор-
ганизмом для исходной фазы вычислений 
процессов переноса кислорода  в легких. 
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Hrushchenko A.A., Aref’ev K.M. THE CALCULATION OF OXIGEN MASS EXCHANGE 
IN HUMAN LUNGS.

The article considers the impact of the diffusion capacity of the lungs to process oxygen transfer from 
the gas phase of the alveoli into the blood capillaries of the lungs. The main transport of oxygen in the 
blood takes place in a bound state with the hemoglobin of red blood cells. Therefore, the diffusion capacity 
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of the lungs to transport gases other than diffusion through tissue affects the rate of reaction of oxygen with 
hemoglobin and red blood cell membrane permeability. The dependence of the reaction rate of oxygen on 
hemoglobin oxygen tension is analyzed using various literary sources. Using a mathematical model of the 
lungs and experimental data taken from the literature the rate of oxygen reaction with hemoglobin was 
evaluated. Numerical results when compared with the experimental data showed a good result.

Diffusion capacity, oxygen reaction rate WITH hemoglobin, permeability of the erythrocyte 
membrane, oxygen transfer from gas phase into blood.

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2014
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Влияние деформаций РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ  
на пьезорезистивность углеродных нанотрубок  

и графеновых нанолент

В работе теоретически изучено влияние деформаций растяжения и сжатия 
на проводящие свойства углеродных наночастиц (нанотрубок, нанолент) с уче-
том изменения поперечных размеров образца. Проведен аналитический рас-
чет пьезорезистивных констант углеродных наночастиц с учетом поперечных 
деформаций. Показано, что тензор эластопроводимости металлических нано-
трубок не зависит от их диаметра. Для полупроводниковых трубок получено 
монотонное возрастание продольной компоненты тензора с ростом диаметра. 
Показано возрастание или убывание пьезорезистивной константы полупрово-
дниковых нанотрубок с ростом относительного растяжения или сжатия. Про-
ведено сравнение полученных результатов с литературными данными. Дано 
физическое обоснование для наблюдаемых зависимостей.

ПРИБЛИЖЕНИЕ ХЮККЕЛЯ, МОДЕЛЬ ХАББАРДА, МЕТОД ФУНКЦИЙ ГРИНА, ТЕНЗОР 
ЭЛАСТОПРОВОДИМОСТИ.

Введение

Углеродные наночастицы, такие как 
графен, графеновые ленты и углеродные 
нанотрубки (УНТ) различных типов и хи-
ральности выступают, за счет уникальных 
высокопроводящих и пьезорезистивных 
свойств, одним из основных базовых эле-
ментов при разработке пьезоэлектрических 
сенсоров, причем практически сразу после 
их открытия [1 – 3]. 

Электронные характеристики УНТ до-
статочно чувствительны и по отношению 
к механическим воздействиям [4 – 6]. Ме-
ханические деформации наноматериалов 
приводят к реконструкции атомной кри-
сталлической решетки и геометрической 
модификации межатомных связей, что в 
свою очередь способствует изменению их 
электронного спектра и, как следствие, 
проводимости. Такое явление называют 
пьезорезистивным эффектом, и он харак-
теризуется тензорами пьезосопротивления, 

эластосопростивления и эластопроводимо-
сти [7]. Экспериментально определяются 
компоненты тензора эластосопротивления 
[2], в то время как теоретически можно рас-
считать тензор эластопроводимости. Чис-
ленные значения пьезорезистивных кон-
стант позволяют судить о количественном 
изменении проводимости наноматериалов, 
подвергнутых внешней механической на-
грузке.

Теоретическое исследование влияния 
нагрузок продольного растяжения (сжатия), 
которые моделировались путем варьирова-
ния длин межатомных связей, на пьезоре-
зистивные свойства углеродных наночастиц 
описано в работе [8]. Такой подход не от-
ражает полной картины изменения энерге-
тического спектра в результате указанных 
деформаций наночастиц. При внешних ме-
ханических нагрузках изменяются не только 
длины связей, но и валентные углы, вели-
чина которых модифицируется в результате 
механического воздействия.
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В статье рассматривается атомная рекон-
струкция кристаллической решетки угле-
родных нанотрубок и геометрическая мо-
дификация связей между атомами углерода 
и валентных углов под действием упругой 
деформации растяжения (сжатия) с учетом 
изменения поперечных размеров образца. 
Рассчитана основная пьезорезистивная кон-
станта углеродных наночастиц – продольная 
компонента тензора эластопроводимости М, 
характеризующая изменение их проводимо-
сти в результате механических деформаций. 
Численные оценки пьезоэлектрических кон-
стант УНТ необходимы для количественной 
калибровки сенсоров на основе УНТ, работа 
которых основана на преобразовании меха-
нической энергии в электрическую. Изме-
нение ширины запрещенной зоны УНТ под 
действием внешней механической нагрузки 
не дает исчерпывающей информации об из-
менении их проводимости, поэтому расчет 
тензора эластопроводимости в контексте 
поставленной задачи представляется акту-
альным.

Выбор модели

Моделирование геометрической струк-
туры углеродных наночастиц (нанотрубок 
и графеновых лент) начинается с рассмо-
трения графитовой плоскости, имеющей 
гексагональную решетку с параметрами  

a1 = a2 = a = 03  2, 46R =  Å и углом  
α0 = 60° (рис. 1). Элементарная ячейка гра-
фитового слоя содержит два атома угле-
рода, межатомное расстояние полагается  
R0 = 1,44 Å. Электронная структура углерод-
ных нанотрубок, а также изоспектральных 
графеновых лент описывается, как прави-
ло, в π-электронном приближении Хюкке-
ля [9] и в общем случае выражается хорошо 
известным соотношением [10, 11]:

0 1 2

1/2
1 2

1 2
0

1/2

21 2 1 2

( ) {3+2cos( )+2cos( )

 2cos( ( ))}

( )
1+4cos

2

( ) ( )
cos 4cos ,

2 2

ε = ±γ +

+ − =

 + = ±γ ×  
 

− −   × +    
   

k ka ka

k a a

k a a

k a a k a a

где уровень Ферми принят за 0 эВ;  
γ0 = 1,4 эВ – интеграл перескока (матрич-
ный элемент перехода) электрона с одного 
узла на соседний узел недеформированной 
УНТ, который оценивается как резонанс-
ный параметр квантовохимического полу-
эмпирического метода MNDO [9]; k – вол-
новой вектор, одна из компонент которого 
квантуется вдоль периметра нанотрубки 
(или ширины графеновой ленты) в зави-
симости от ее типа, а вторая непрерывна 
вдоль оси трубки. 

(1)

Рис. 1. Деформация растяжения углеродного гексагона для УНТтипов (n, 0) «zig-zag» (а)  
и (n, n) «arm-chair» (б); a1, a2 – векторы трансляций, α – угол между ними;  

Δ1 – Δ3 – векторы углеродной решетки; Fx, Fy – векторы растягивающей силы

а) б)
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Если ось УНТ выбрать вдоль направ-
ления вектора (a1 + a2), то получится зиг-
загообразная нанотрубка (типа «zig-zag»), 
а если выбрать эту ось вдоль вектора  
(a1 – a2), то получится нанотрубка кресель-
ного («arm-chair») типа.

Моделирование упругой механической 
деформации наночастицы под действием 
внешней силы F, направленной вдоль оси 
УНТ, осуществляется с помощью варьиро-
вания длин межатомных связей на величи-
ну их относительного удлинения δ = ΔR/R0  
и варьирования валентных углов, что от-
ражается в изменении параметров решетки. 
Геометрические преобразования углеродно-
го гексагона кристаллической решетки де-
формированных УНТ двух типов показаны 
на рис. 1. На нем символами Δi обозначены 
длины межатомных связей УНТ, изменен-
ные вследствие растяжения или сжатия: 

Δ1 = Δ2 = Δ3 = R0(1 + δ)

для УНТ типа «zig-zag»;

Δ1 = R0(1 – δ), Δ2 = Δ3 = R0(1 + δ)

для УНТ типа «arm-chair». 
За R0 принято межатомное расстояние в 

недеформированных УНТ. Векторы основ-
ных трансляций гексагональной решетки с 
учетом принятых обозначений определяют-
ся следующим образом: 

a1 = Δ2 – Δ1; a2 = Δ3 – Δ1.

Буквой α обозначен угол между векто-
рами основных трансляций с исходным 
значением α0 = 60°, модифицированный 
деформацией.

Изменение поперечных размеров (диа-
метр и ширина) УНТ и графеновых лент в 
результате деформации учитывается путем 
модификации модуля хирального вектора 
Ch = na1 + ma2 по следующей формуле:

Ch = (1 – νδ) C0h,

где n, m – индексы хиральности (целые 
числа), с помощью которых осуществляет-
ся классификация УНТ типа (n, m); ν – ко-
эффициент Пуассона, значение которого, в 
соответствии с экспериментальными дан-
ными [4], равно 0,19 и 0,27 для УНТ ти-
пов «arm-chair» и «zig-zag» соответственно;  

C0h – модуль хирального вектора недефор-
мированной УНТ типа (n, m), 

2 2
0 0hC a n m nm= + +

( 0 03a R=  – постоянная решетки недефор-
мированной УНТ).

С учетом изложенного выше и выбора 
системы координат, показанной на рис. 1, 
аргументы тригонометрических функций в 
спектрах (1) деформированных УНТ преоб-
разуются к следующему виду:

1) для УНТ типа (n, 0) «zig-zag» –
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 α− νδ + δ    × + −     + δ − δ      

(2)

(3)

(4)
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С учетом соотношений (3) и (4) преоб-
разованный энергетический спектр дефор-
мированных УНТ «zig-zag» и «arm-chair» 
можно представить в виде:

1
2

2
0

( ) 1 4 cos

cos[ (1 )(1 cos )] 4 cos ;

z

x

q
n

q
k R

n

 π ε = ±γ ± ×  
 

π × + δ + α +  
 

k

1 2

1
2

1 22

( )
( ) 1 4 cos

2

( )
cos 4 cos ,

2

y
a

yq
n

 − 
ε = ±γ ± ×    

− π × +       

k a a
k

k a a

где аргументы в выражении (6) определяют-
ся соотношениями (4), знак ± под корнем 
появляется вследствие того, что в элемен-
тарной ячейке УНТ и нанолент конечной 
ширины содержится 4 атома углерода.

Прыжковый интеграл γ также изменяет-
ся вследствие изменения межатомного рас-
стояния. Это можно учесть разложением в 
ряд до второго слагаемого в силу малости 
относительной деформации δ:

0
0 0 .R

R
∂γ

γ ≈ γ + δ
∂

С учетом зависимости интеграла пере-
скока γ0 от длины связи R градиент dγ0/dR 
можно оценить по следующей формуле:

0
C ,ppS

R R
∂γ ∂

= β
∂ ∂

где βС – резонансный параметр метода 
MNDO для атома углерода; Spp – интеграл 
перекрывания атомных р-орбиталей сосед-
них атомов углерода.

После взятия производной и последую-
щего численного интегрирования по мето-
ду Симпсона [12] градиент принимает зна-
чение dγ0/dR ≈ 2,42 эВ/Å.

Для расчета основной пьезорезистивной 
константы и характеристики пьезорезистив-
ного эффекта – тензора эластопроводимо-
сти воспользуемся его определением [7]:

, ,nm nm
nm

mαβ
αβ

∆σ
= ε

σ ∑
где mαβ,nm – компоненты тензора эластопро-
водимости; εnm – компоненты тензора де-

формации; Δσαβ – изменение компоненты 
тензора электропроводности вследствие де-
формаций; α, β, n, m = x, y, z. 

Поскольку симметрия кристалла может 
понижать число независимых компонент 
тензоров, то в случае рассмотрения УНТ 
и графеновых нанолент как одномерных 
объектов будет произведен расчет только 
продольной компоненты тензора вдоль оси 
нанотрубки или длины наноленты соответ-
ственно: 

mxx,xx = M, εxx = δ для УНТ типа «zig-
zag»;  

myy,yy = M, εyy = δ для УНТ типа «arm-
chair». 

Удельная проводимость деформирован-
ной и недеформированной УНТ вычисля-
лась с использованием формулы Кубо – 
Гринвуда [13] методом функций Грина [14] 
в рамках модели Хаббарда [15], без учета 
кулоновского взаимодействия электронов 
на одном узле. Подробный аналитический 
вывод расчетной формулы для продольной 
проводимости УНТ был описан в работе 
[8]. 

Окончательная формула для расче-
та проводимости углеродных наночастиц 
в однозонном приближении может быть 
представлена в виде:

2

, ,B

2 ( ) ( )

 [ (1 )],

k
k q

q kq k

i e
v v n

k TV

n n

αβ α β σ
σ λ

λ λσ σ

π
σ = ×

× + δ δ −

∑ ∑ k q

где k, q – волновые векторы, лежащие в 
пределах зоны Бриллюэна; σ, λ – спино-
вые индексы; e – элементарный заряд;  
kB – константа Больцмана; Т – абсолют-
ная температура; V – объем кристалла;  
vα(k) = ∇αε(k)/ħ – компоненты скорости 
электрона в зоне Бриллюэна, ‹nkσ› – рас-
пределение Ферми – Дирака: 

B

1( )

1 ,k T
kn e

−ε

σ

 
= + 

  

k

ε(k) – дисперсионные соотношения де-
формированных или недеформированных 
УНТ типов «zig-zag» и «arm-chair», которые 
выражаются формулами (5) и (6) соответ-
ственно. 

(10)

(11)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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Обсуждение результатов

Анализ изменения зонной структуры 
углеродных нанотрубок, деформированных 
растяжением и сжатием, подробно прове-
ден в работе [8]. На рис. 2 показан толь-
ко модифицированный (вследствие 25 %-х  
деформаций растяжения) энергетический 
спектр УНТ двух структурных типов: «zig-
zag» (9, 0) и (10, 0), а также «arm-chair»  
(5, 5). Качественных изменений, по срав-
нению с зонной структурой недеформиро-
ванных УНТ [16], на рис. 2 не наблюдает-
ся. Количественный же  анализ показывает 
уменьшение наклона дисперсионных кри-
вых к оси абсцисс и сужение зоны проводи-
мости (ЗП) и валентной зоны (ВЗ) в случае 
сжатия и увеличение наклона и уширение 
ЗП и ВЗ при деформации растяжения. 

Подставляя выражения (5) и (6) в фор-
мулы (10) и (11), а затем в выражение (9), 
можно провести теоретический расчет про-
дольной компоненты тензора эластопрово-
димости M для УНТ разных типов с учетом 
деформаций в поперечном направлении. 

В таблице представлены полученные 
расчетные значения величины M для ряда 
углеродных нанотрубок при различных ве-
личинах относительной деформации растя-
жения (сжатия) δ. Результаты были получе-
ны при температуре Т = 300 K.

Из данных таблицы следует, что для УНТ 
типа «arm-chair» при наложении деформа-
ции растяжения значение продольной ком-
поненты тензора является положительным; 
это означает одинаковое увеличение прово-
димости для всех трубок, т. е. проводимость 
нанотрубки не зависит от ее диаметра и уве-
личивается с ростом модуля относительной 
деформации растяжения. Деформация сжа-
тия приводит к уменьшению величины M 
с ростом модуля δ. Исключение составляет 
случай максимальной деформации δ = 0,25, 
которая приводит к росту пьезорезистив-
ной константы при сильном сжатии. Такое 
поведение обусловлено количественным 
изменением зонной структуры, описанным 
выше; его следствием является изменение 
плотности состояний с ростом величины 
деформации, особенно в области высоких 
энергий. 

Тепловые флуктуации приводят к за-
полнению зоны проводимости УНТ элек-
тронами, согласно функции распределения 
Ферми – Дирака. Изменение плотности 
состояний ведет к изменению удельной 
проводимости, учитывающей все возмож-

Рис. 2. Дисперсионные соотношения  
для различных типов УНТ, деформированных 
растяжением величиной δ = 25 %, с учетом  

поперечных деформаций;  типы УНТ:  
а – (10, 0), б – (9, 0), в –  (5, 5)

а)

б)

в)
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ные заполненные электронные состояния, 
а следовательно, ведет к симбатному росту 
или снижению величины M с увеличением 
или уменьшением δ.

Для всех проводящих УНТ типа «zig-zag» 
(6, 0), (9, 0), (12, 0), … величина тензора эла-
стопроводимости также положительна и не 
зависит от диаметра трубки, но оказывается 
немногим больше, чем у проводящих УНТ 
типа «arm-chair», в большинстве случаев на 
величину приблизительно 0,8 (растяжение) 
и в среднем на 1,0 (сжатие). Количествен-
ный анализ зонной структуры проводящих 
УНТ показывает, что плотность низкоэнер-
гетических состояний у зигзагообразных на-
нотрубок немного выше, чем такая же плот-
ность у УНТ кресельного типа, поэтому и 
наблюдается незначительная разница пье-
зорезистивных констант у проводящих УНТ 
двух разных структурных модификаций.

Практически у всех рассмотренных по-
лупроводниковых зигзагообразных УНТ  
(4, 0), (10, 0), (20, 0), (50, 0) пьезорези-
стивная константа М – отрицательная  
(см. таблицу), что свидетельствует об умень-
шении удельной проводимости наночасти-
цы вследствие деформации. Кроме того, 
эта константа увеличивается (уменьшается) 
с ростом деформации растяжения (сжатия) 
и возрастает с ростом диаметра трубки. Ис-
ключение составляет УНТ большого диа-
метра, в данном случае (100, 0), у которой 
величина M положительна и уменьшается 
(увеличивается) с ростом деформации рас-
тяжения (сжатия). 

Увеличение (уменьшение по модулю) 
величины M с ростом относительной де-
формации растяжения δ объясняется уве-
личением энергетической щели в элек-
тронном спектре. Плотность электронных 

Таблица 

Полученные расчетные значения продольной компоненты тензора эластопроводимости УНТ различных 
типов в зависимости от относительной деформации δ с учетом поперечной деформации

Тип УНТ (n, m)
M

δ2 = 0,035 δ3 = 0,069 δ4 = 0,104 δend = 0,25

Растяжение (δ > 0)

(5, 5), (6, 6), (9, 9), (10, 10) 4,03 4,13 4,24 11,73

(6, 0), (9, 0), (12, 0), … 4,85 4,95 5,06 5,54

(4, 0) –24,01 –1,11 –9,58 –4,00

(10, 0) –14,47 –10,94 –8,48 –3,98

(20, 0) –7,60 –6,72 –5,92 –3,65

(50, 0) –1,21 –1,36 –1,47 –1,63

(100, 0) 1,13 0,97 0,83 0,36

Сжатие (δ < 0)

(5, 5), (6, 6), (9, 9), (10, 10) 3,80 3,69 3,58 3,97

(6, 0), (9, 0), (12, 0),… 4,69 4,66 4,88 –

(4, 0) –147,07 –489,50 – 1,79·103 –

(10,0) –28,18 –39,80 –52,90 –

(20, 0) –9,59 –10,34 –9,62 –

(50, 0) –0,69 –0,22 0,87 –

(100, 0) 1,57 1,89 2,66 –

Примечание . Все типы УНТ (n, 0) – «zig-zag», а (n, n) – «arm-chair».
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состояний вблизи уровня Ферми, в запре-
щенной зоне, равна нулю, поэтому основ-
ной вклад в удельную проводимость вносят 
состояния зоны проводимости; заселен-
ность последней экспоненциально убывает 
в соответствии с фермиевской функцией 
распределения. Для полупроводниковых 
УНТ, так же как и для проводящих, наблю-
дается эффект сжатия зоны проводимости, 
который ведет к росту плотности состоя-
ний. Поэтому, несмотря на увеличение ши-
рины запрещенной зоны, которое должно 
уменьшать проводимость вещества, возрас-
тание плотности состояний компенсирует 
изменение величины Eg и в результате при-
водит к росту проводимости и константы 
M. Для трубки большого диаметра (100, 0) 
определяющим для проводящих свойств 
является увеличение ширины запрещенной 
зоны, которая обратно пропорциональна 
диаметру трубки. Поэтому поведение пье-
зорезистивной константы отличается от 
остальных рассмотренных трубок. 

Важно отметить, что на данный момент 
остается открытым вопрос о «критическом» 
значении диаметра УНТ, т. е. значении, на-
чиная с которого изменяется тенденция в 
поведении зависимости константы M от ве-
личины относительной деформации.

Увеличение (уменьшение по модулю) 
компоненты тензора эластопроводимости 
с ростом диаметра УНТ можно объяснить 
следующим образом. В зоне проводимо-
сти нанотрубок с увеличением их диаме-
тра растет число дисперсионных кривых, 
повышающих плотность электронных со-
стояний. Поэтому малые деформации при-
водят в целом к незначительному измене-
нию плотности состояний, по сравнению с 
недеформированной УНТ и, как следствие, 
приводит к малому изменению удельной 
проводимости.  Это и находит отражение в 
описанном поведении величины M.

Сравнение представленных результа-
тов с полученными ранее в работе [8], где 
не были учтены поперечные деформации, 
показывает, что значения пьезорезистив-
ных констант в нашем случае оказываются 
больше для «металлических» УНТ пример-
но на 11 %, а для полупроводниковых эта 
разница увеличивается с ростом их диаме-

тра приблизительно от 1 до 50 % для рас-
смотренного ряда УНТ (см. таблицу).

Количественные оценки тензора эла-
стопроводимости ОУНТ и зависимость его 
величины от относительной деформации, 
приведенные в работе, находятся в согла-
сии с экспериментальными данными по 
калибровочным факторам, полученными 
для пленок из углеродных нановолокон  
[2, 17] и многослойных углеродных нано-
трубок [18], а также для типичных полу-
проводников, например, для пленок поли-
кристаллического кремния p-типа [19].

Представленные выше результаты рас-
чета продольной компоненты тензора эла-
стопроводимости углеродных нанотрубок 
могут быть распространены и на изоспек-
тральные графеновые ленты, из которых 
путем сворачивания в цилиндр получаются 
рассмотренные нанотрубки.

Заключение

Сформулируем основные результаты и 
выводы проведенного теоретического ис-
следования.

1. В работе выполнено теоретическое мо-
делирование изменения зонной структуры 
деформированных углеродных нанотрубок 
и нанолент в π-электронном приближении, 
вызванного деформацией сжатия и растя-
жения, с учетом поперечной деформации 
образца; при этом были выбраны зигзагоо-
бразные и кресельные нанотрубки, а также 
изоспектральные графеновые наноленты. 

2. Кратко проанализировано изменение 
электронного спектра проводящих и полупро-
водниковых нанотрубок и нанолент вслед-
ствие деформаций растяжения и сжатия.

3. В рамках модели Хаббарда с исполь-
зованием метода функций Грина проведен 
теоретический расчет продольной компо-
ненты тензора эластопроводимости для 
зигзагообразных и кресельных углеродных 
нанотрубок и изоспектральных графеновых 
нанолент.

4. Показано, что тензор эластопроводи-
мости металлических нанотрубок не зависит 
от их диаметра. А для полупроводниковых 
трубок получено монотонное возрастание 
продольной компоненты тензора с ростом 
диаметра. Показано возрастание или убы-
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вание пьезорезистивной константы по-
лупроводниковых нанотрубок с ростом 
относительного растяжения или сжатия. 
Проведено сравнение полученных резуль-
татов с литературными данными. Дано фи-

зическое обоснование для наблюдаемых за-
висимостей.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований 
(грант № 13-03-97108).
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Lebedeva O.S., Lebedev N.G. THE INFLUENCE OF THE STRETCHING AND 
COMPRESSION DEFORMATIONS ON THE PIEZORESISTANCE OF THE CARBON 
NANOTUBES AND GRAPHENE NANORIBBONS.

In this article the influence of the stretching and compression on the conducting properties of carbon 
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nanoparticles (nanotubes, nanoribbons) accounting the changes in the transverse dimensions of the sample 
is studied theoretically. The analytical calculation of piezoresistive constants of carbon nanoparticles with the 
account of transverse strain was carried out. It is shown that the elastoconductivity tensor of metallic nanotubes 
is independent of its diameter. The monotonic increase in the longitudinal component of the tensor with the 
increasing its diameters of semiconducting nanotubes was obtained. It is shown that increasing or decreasing 
of the piezoresistive constant of semiconducting nanotubes with the relative tension or compression strain. 
The results are compared with the literature data. A physical justification of the observed dependence was 
described. 

Huckel approximation, Hubbard’s model, Green’s function method, elastoconductivity  
tensor.
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АНАЛИТИКО-ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ  
ВНЕШНИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В статье рассматривается аналитико-численный метод решения внешних 
краевых задач для эллиптических уравнений с граничными условиями Дирихле 
и Неймана в трехмерном полупространстве. Приводится алгоритм решения. 

ВНЕШНИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, ТРЕХМЕРНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО, ЭЛЛИПТИЧЕ-
СКИЕ УРАВНЕНИЯ.

Аналитическое решение внешних крае-
вых задач существует только для узкого 
круга их постановок [1], что приводит к не-
обходимости использования численных ме-
тодов. В свою очередь применение числен-
ных методов осложняется необходимостью 
учета граничного условия на бесконечно-
сти [2] или задания граничных условий на 
внешней границе расчетной области, не 
содержащейся в исходной постановке за-
дачи [3]. Это приводит к необходимости 
разработки и развития методов численно-
го решения внешних краевых задач в этих 
условиях. Перспективным является подход 
[4, 5], позволяющий сводить неограни-
ченное пространство к конечной области 
(метод инверсии). Граничное условие на 
бесконечности при этом учитывается сле-
дующим образом.

Пусть G – конечная область, ограни-
ченная замкнутой поверхностью Σ, Ge – 
неограниченная область, границей которой 
является поверхность Σ, 3

eG G= ∪ Σ ∪  – 
все пространство. В область Ge добавляется 
сфера S, причем Σ целиком лежит внутри 
S, отсюда ,e SG D S D∞= ∪ ∪  DS – конечная 
область, ограниченная замкнутыми поверх-
ностями Σ и S, а S является границей нео-
граниченной области .D∞  

Согласно аналитико-численному мето-
ду инверсии, неограниченное трехмерное 
пространство 

3
eG G= ∪ Σ ∪ , e SG D S D∞= ∪ ∪  

преобразуется в конечную двусоставную 
область 

3 3,D G D= ∪ Σ ∪   *
3 ,SD D S D= ∪ ∪  

где *D  – конечная область, представляю-
щая собой отображение неограниченной 
области .D∞  

Аналогично преобразуется трехмерное 
полупространство 

3 1 1/2
1/2 3 ,eG G= ∪ Σ ∪ Ξ ∪

1/2 1/2 1/2 1/2
e SG D S D∞= ∪ ∪  

в конечную область 
1/2 1 1/2
3 3 3 ,D G D= ∪ Σ ∪ Ξ ∪ 

1/2 1/2 1/2 *
3 1/2.SD D S D= ∪ ∪  

Граница 1
3Ξ  проходит через геометриче-

ский центр двусоставной области D3, деля 
ее пополам. 

Этот этап предполагает использова-
ние аналитических преобразований, реа-
лизация которых позволяет в дальнейшем 
применять стандартные приемы и методы 
численного анализа на основе сеточных мо-
делей. Таким образом, предполагается при-
менение идеологии аналитико-численных 
процессов. Эти процедуры будут обладать 
спецификой в зависимости от типа исхо-
дной задачи.
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Целью данной работы является развитие 
аналитико-численного метода для решения 
эллиптических внешних краевых задач с 
граничными условиями Дирихле и Нейма-
на в трехмерном полупространстве.

Внешняя краевая задача Дирихле для 
уравнения Лапласа в трехмерном простран-
стве состоит в следующем [1]. Требуется 
найти функцию u, непрерывную в зам-
кнутой области ,eG ∪ Σ  удовлетворяющую 
уравнению Лапласа

0u∆ =  в ,eG

непрерывно примыкающую к граничному 
условию

1( ),u P
Σ

= ϕ  P ∈ Σ

и равномерно стремящаяся к нулю на бес-
конечности

( ) 0u M →  при .M → ∞

Таким образом, первая внешняя крае-
вая задача для случая трех независимых 
переменных (1) – (3), согласно методу ин-
версии, принимает вид:

3

1

*

0 в ;

( ), ;

( ) 0, .

u D

u P P

u M M D
Σ

∆ =
 = ϕ ∈ Σ


= ∈



Если замкнутых поверхностей несколь-
ко и их можно представить с физической 
точки зрения как систему тел, в которой 

есть граница 1
3Ξ  геометрически правильной 

формы, проходящая между положительно и 
отрицательно заряженными телами, то мы 
имеем задачу в полупространстве, задавая 
на границе 1

3Ξ  однородное условие первого 
рода. 

Значит, внешняя задача Дирихле (1) – (3)  
с учетом выражений

1
2( ),u P

Σ
= ϕ  1;P ∈ Σ

2
2( ),u P

Σ
= −ϕ  2P ∈ Σ

принимает следующий вид:

2
1

1
3

1/2

1

0 в ;

( ), ;

0;

( ) 0 при .

eu G

u P P

u

u M M

Σ

Ξ

∆ =


= ϕ ∈ Σ


=


→ → ∞
Согласно аналитико-численному ме-

тоду инверсии, получаем внешнюю задачу 
Дирихле в полупространстве следующего 
вида:

( )

2
1

1
3

1/2
3

1

*
1/2

0 в ;

( ), ;

0;

0, .

u D

u P P

u

u M M D

Σ

Ξ

∆ =


= ϕ ∈ Σ


=


= ∈



При наличии симметрии в задаче рас-
сматривается часть области D3, и при этом 
на границе задается однородное условие 
Неймана. Так, опираясь на систему (7) и с 
учетом симметрии относительно поверхно-
стей 3

3Ξ  и 2
3Ξ  (см. рисунок), имеем: 

3

4

3

4

1 2
3 3

3
3

1/8 1/8 1/8 *
3 1/8

3

4

*
1/8

0 в ;

( ), ;

( ), ;

0; 0;

0; ( ) 0; ,

S

x

y

u D D S D

u P P

u W W

u u

u u M M D

Σ

Σ

Ξ Ξ

Ξ

∆ = = ∪ ∪
 = ϕ ∈ Σ
 = ϕ ∈ Σ


= =


= = ∈




при этом область 1/8
SD  и *

1/8D  является вось-
мой частью сферы S.

Итак, на основе аналитического преоб-
разования внешняя краевая задача сводится 
к внутренней, далее строится разностная за-
дача одним из сеточных методов [6–8]. 

Схематическое изображение  
полупространства 3

1/8

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(2)

(1)
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Рассмотренная процедура реализации 
аналитико-численного метода при решении 
внешних краевых задач в трехмерном полу-
пространстве сводит задачу к возможности 
использования традиционных приемов и 
методов численного анализа.

Описанный аналитико-численный ме-
тод, характеризующийся простотой реали-
зации, позволяет решать принципиально 

новые задачи, требующие значительных 
вычислительных затрат и высокой точно-
сти решения.

Аналитико-численный метод приво-
дит внешнюю задачу в трехмерном полу-
пространстве к виду, поддающемуся более 
простому численному решению, чем обе-
спечивает усовершенствование известных 
методов.
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НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ ТОКА ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПРОБОЯ ДИЭЛЕКТРИКОВ

Проанализированы различные схемы измерения тока пробоя диэлектри-
ческих пленок и введено понятие шунтирующего тока разряда конденсатора 
измерительной ячейки через канал пробоя. Предложена электрическая схема 
измерения тока пробоя, которая позволяет рассчитать шунтирующий ток и 
сопротивление канала пробоя на основе результатов измерений параметров 
импульса тока пробоя.

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ПРОБОЙ, ТОК ПРОБОЯ, МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЯ, ПАРАМЕТР 
ИМПУЛЬСА, ШУНТИРУЮЩИЙ ТОК. 

Проблема электрической прочности и 
работоспособности полимерных диэлек-
триков в сильных электрических полях 
привлекает внимание исследователей ввиду 
ее несомненной научной и практической 
значимости. В физике пробоя диэлектри-
ков к одному из важнейших относится 
вопрос о величине тока в канале пробоя. 
Сведения об истинных значениях указан-
ной величины позволят получить дополни-
тельную информацию о механизме явления 
путем сравнения таких данных с выводами 
теории пробоя, а также выяснить условия 
разрушения диэлектриков в электрическом 
поле и, следовательно, наметить пути по-
вышения их электрической прочности и 
работоспособности.

Согласно оценкам, плотность тока в ка-
нале пробоя микронных размеров может 
достигать 105 – 106 A/см2 при длительности 
пробоя 10–7 с [1, 2]. Надежные эксперимен-
тальные данные о токах пробоя, по нашему 
мнению, отсутствуют, поскольку существу-
ющие методики регистрации тока в канале 
пробоя несовершенны и их использование 
приводит к существенным ошибкам. 

Цель настоящей работы – разработка 
способа измерения истинного тока в кана-

ле пробоя с учетом сопротивления канала 
пробоя и параметров элементов измери-
тельной схемы.

Для определения тока через образец 
обычно измеряется падение напряжения на 
известном сопротивлении R, включенном 
последовательно с измерительной ячейкой 
(образцом) [3, 4] (рис. 1,а), или использует-
ся измеритель тока, через который образец 
замыкается на землю [5]. Эти методы име-
ют недостатки, поскольку в обоих случаях 
не учитывается, что ток пробоя складывает-
ся не только из замыкающегося на землю, 
но и из тока саморазряда конденсатора-
образца, который невозможно  измерить 
непосредственно, так как он замыкается в 
объеме образца. 

Назовем этот ток шунтирующим. Ил-
люстрация этого обстоятельства приведена 
на рис.  1, б. Очевидно, что с учетом из-
ложенного выше при оценке тока пробоя 
необходимо использовать не схему на рис. 
1, а, а схему на рис. 1, в. 

В схеме же на рис. 1, б при образова-
нии проводящего канала, имеющего сопро-
тивление R0, собственная емкость образца 
разряжается через этот канал в обход из-
мерительного сопротивления. Поэтому на-
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дежное измерение тока пробоя в подобной 
схеме невозможно. Без учета сопротивле-
ния R0 трудно объяснить явление пробоя и 
регистрацию значительных токов, потому 
что при отсутствии R0  разряд емкости С 
(релаксация энергии, накопленной образ-
цом) должен происходить через большое 
сопротивление Rогр. Последнее использует-
ся в опытах по изучению пробоя для предо-
хранения источника напряжения U от по-
вреждения. Высокое значение указанного 
сопротивления определяет небольшой ток 
источника при пробое.  

В схеме на рис. 1, в напряжение на из-
мерительном резисторе R будет определять-
ся и напряжением, создаваемым шунтиру-
ющим током I(t) на сопротивлении канала 
пробоя, поэтому имеется принципиальная 
возможность определять ток пробоя путем 
измерения напряжения на резисторе R или 
протекающего через него тока I1(t). 

В связи с тем, что в процессе пробоя со-

противление канала значительно изменяет-
ся за очень короткий промежуток времени, 
строгий анализ приведенной схемы требует 
использования неких физических моделей 
и аппарата дифференциальных уравнений 
для задач с переменным параметром. Эту 
задачу, которая представляет самостоятель-
ный интерес, предполагается решить в от-
дельной работе с использованием числен-
ных методов. 

В настоящей работе ограничимся лишь 
рассмотрением электрической цепи, пред-
ставленной на рис. 2, где исследуемый об-
разец диэлектрика представлен конденса-
тором С и сопротивлением канала пробоя 
R0. 

Примем, что в момент времени t = 0 со-
противление образца мгновенно изменяет-
ся от Ri до R0, причем Ri >>R0. При этом 
конденсаторы С и Сd, полностью заряжен-
ные до напряжения U, разряжаются. Задача 
состоит в том, чтобы определить параметры 

Рис. 1. Схемы измерения тока пробоя:  
С – емкость образца диэлектрика; Сd  – дополнительный конденсатор; R – сопротивление  

измерительного резистора; Rогр – ограничительное сопротивление; R0 – сопротивление канала пробоя;  
U – напряжение источника напряжения;  I(t) – шунтирующий ток пробоя (не замыкающийся на землю),  

I1(t) – измеряемый ток пробоя

а) б)

в)
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импульса тока, протекающего по измери-
тельному сопротивлению R, и (или) по ин-
дуктивности L, и по полученным формулам 
рассчитать R0 и амплитуду шунтирующего 
тока разряда I(t).

Обозначим мгновенные напряжения на 
конденсаторах С и Сd как Uc(t) и Ud(t), тогда 
выражения для токов будут таковы:

1

( )
( ) ;

( )
( ) .

c

d
d

dU t
I t C

dt
dU t

I t C
dt

 =

 =


Сначала рассмотрим случай, когда ин-
дуктивность отсутствует. Введем следую-
щие обозначения:

p – оператор Лапласа;
uc, ud  –  образы напряжений соответ-

ственно Uc(t) и Ud(t);

0 0 ; dA R R CС=

0 0 0 ;( ) dB R R С R R= + +  

2
1 0 0 0

0

1
( 4 );

2
p B A B

A
= − −

2 1 0( / ).1p p A=
Для данной цепи начальные условия 

выбираются с учетом направления обхода 
контуров: ,( )0cU U=  ( )0 ,dU U= −  и будет 
справедлива система операторных уравне-
ний: 

( )0 0

0

;

.

c d
d

d

c d
c

u u
p u U

R C

R R u R u
p u U

R C R

+ ⋅ + = − ⋅
 + + ⋅ − = − ⋅ ⋅

Решив эту систему уравнений и перейдя 
к оригиналам, получим, что

1 2 2 1
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× − +

Выражения (5), (6) позволяют опреде-
лить токи по формулам (1), (2). 

Для определенности положим, что 
R = 500 Ом, C = 100 пФ, Сd   = 1000 пФ, 
U  =  1000  В. Сопротивление R0, методика 
измерения которого есть предмет настоя-
щей статьи, зависит от толщины образца и 
свойств полимера. Поэтому предположим, 
что  сопротивление канала пробоя может 
иметь значение от десятков Ом и выше. На 
рис. 3 представлены графики токов I1(t) и  
I (t) для двух значений R0. Как видно, токи 
I1(t) и I (t) заметно различаются по ампли-
туде при R0  << R. Но возможность непо-
средственного измерения имеется только 
для тока I1(t). Поскольку он имеет импульс-
ный характер с небольшой длительностью, 
то на практике проще всего измерять па-
раметры импульса, например, с помощью 
осциллографа. 

Момент времени, соответствующий экс-
тремальному значению тока, равен 

1

2

2 1

ln

.m

p
p

p p

 
 
 τ =
−

Следовательно, амплитудное значение 
тока составит

2

2 1
1

1 2
2

( ) .

p

p p

m d

p
I UC p

p

− 
τ =  

 
Когда экспериментально получено зна-

чение амплитуды тока, то сопротивление 
канала пробоя можно определить путем 
численного решения уравнения (8) отно-

Рис. 2. Эквивалентная схема при измерении 
тока пробоя:  

R0 – некоторое среднее  фиксированное  
сопротивление, которое определяет ток на  

завершающей фазе пробоя; L – индуктивность  
проводов цепи либо какого-либо измерительного 
датчика (например, импульсного трансформатора)

(8)

(2)

(4)

(7)

(1)

(3)

(5)

(6)
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сительно R0. Если же на практике можно 
измерить τm , то R0 нетрудно найти из урав-
нения (7). Амплитудное значение шунти-
рующего тока будет равно

0

(0) .
U

I
R

=

Интересен случай, когда R → 0. Тогда 
из системы уравнений (2) получим:

1( ) ( ),dI t C CI t=

т. е. токи перераспределяются в соответ-
ствии с величинами емкостей. Уменьшение 
токов происходит с одной и той же посто-
янной времени:

1
0 0

( ) exp ;
( ) ( )

 
= − + + 

d

d d

UC tI t
R C C R C C

0 0

( ) exp .
( ) ( )d d

UC t
I t

R C C R C C

 
= − + + 

Из выражений (11) следует, что при 
C = Сd токи разряда выравниваются и по 
каналу пробоя протекает удвоенный ток. 
Если же C << Сd, то шунтирующим током 
можно пренебречь. Отсюда следует, что 
при измерительном сопротивлении, много 
меньшем сопротивления канала пробоя, 
возможно непосредственное измерение ис-
тинного тока пробоя.

Соединительные провода обладают ин-

дуктивностью и на высоких частотах могут 
вносить заметное сопротивление. Напри-
мер, индуктивность отрезка прямого мед-
ного провода длиной l0 = 10 см и диаметром 
2r = 1 мм, рассчитанная по формуле [7]

0 0 02
ln 1 ,

2
l l

L
r

µ  = − π  

составляет приблизительно 1,2⋅10–7 Гн. На 
частоте 1  ГГц реактивное сопротивление 
будет 2π⋅109⋅1,2⋅10–7 ≈ 752 Ом. Для измере-
ния тока в проводнике можно использовать 
импульсный трансформатор. Очевидно, что 
его сопротивление будет еще выше. Необ-
ходимо подчеркнуть, что сопротивление, 
вносимое индуктивностью, пропорцио-
нально скорости изменения тока, которая 
должна быть максимальна именно в мо-
мент пробоя. Поэтому индуктивность мо-
жет функционировать как гасящее сопро-
тивление. Таким образом индуктивность 
может оказывать влияние на сам процесс 
пробоя, и при измерении тока пробоя ее 
необходимо учитывать. 

Чтобы снизить погрешность, вноси-
мую реактивным сопротивлением, иссле-
дователи прибегают к методам измерений 
тока, позволяющим либо скомпенсировать 
индуктивность [8], либо уменьшить ее ве-
личину. Однако компенсация возможна 
только при относительно больших мощ-

а) б)

Рис. 3. Изменение со временем токов I1 (а), I (б) для двух значений R0, Ом:  
10 (сплошная линия), 100 (точки) 

(10)

(9)

(11)

(12)
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ностях пробоя, когда влиянием самих ин-
дукционных датчиков можно пренебречь. 
Чтобы снизить величину индуктивности, 
прибегают к укорочению проводников и 
использованию светоизлучающих диодов 
в качестве датчиков тока [9]. Такой метод 
неэкономичен и требует применения ши-
рокополосных фотоэлектронных умножи-
телей. В связи с этим следует отметить, что 
имеются работы по измерению радиоволн, 
вызванных протеканием тока в процессе 
пробоя [10]. Предлагаемый авторами ме-
тод позволяет вообще избавиться от соеди-
нительных проводов. Однако недостатком 
метода является относительно узкая поло-
са частот, используемая при измерениях; 
вследствие этого при случайном характере 
возникновения тех или иных новых частот 
электромагнитных волн трудно согласовать 
настроенный радиочастотный тракт при-
емника с полезным сигналом. Так что все 
же остается актуальной проблема влияния 
индуктивности на возможность измерения 
тока пробоя.

При наличии индуктивности порядок 
уравнений (2) возрастает:

2
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В соответствии с вышеприведенными 
рекомендациями, в системе уравнений (13) 
сопротивление R принято равным нулю. 
Несмотря на это, строгое решение этой си-
стемы остается довольно громоздким. Для 
уменьшения объема формул введем следу-
ющие обозначения:
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где s1, s2, s3 – корни характеристического 
уравнения 

As3 + Bs2 + Ds + 1 = 0.

Тогда решение системы (13) можно 
представить в следующем виде:
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где Gi = 3Asi
2 + 2Bsi + D.

Соответствующие токи I1(t), I(t) опреде-
ляются с помощью формул (1).

На рис.  4 представлены графики на-
пряжений Uc(t), Ud(t) и токов I(t), I1(t) при 
конкретных значениях емкостей C, Сd  , 
сопротивления R0, индуктивности L и на-
пряжения источника U. Видно, что колеба-
тельные процессы начинаются только по-
сле саморазряда емкости образца (разряда 
конденсатора C) (кривая 1). Несмотря на 
отсутствие измерительного сопротивления, 
шунтирующий ток I значительно превыша-
ет измеряемый ток I1. Анализ выражений 
(14) показал, что при C << Сd  и L > Сd R0

2/4 
ток I1(t) хорошо описывается выражением

0
22

0
1 2

0

4
( ) 2 sin .

24

R t

L
d d

dd

U C L C R
I t t

C LL C R

e
−  −

 = −
 −  

Очевидно, что затухание колебаний 
определяется преимущественно сопротив-
лением канала пробоя R0 и индуктивностью 
L. Поэтому, измерив на опыте время зату-
хания колебаний, можно найти значение R0 

и величину шунтирующего тока I(t). 
Для случая C << Сd и L < Сd R0

2/4 графи-
ки токов I1(t), I(t) представлены на рис. 5. 
Данные кривые можно рассматривать как 
результат наложения тока с быстро за-
тухающими колебаниями (из-за наличия 
индуктивности) на некий ток в отсутствие 
индуктивности цепи. Период таких колеба-
ний следует выражению

(14)

(13)

(15)
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T

s
π

=

Время затухания колебаний в e раз 
определяется реальной частью s1:

1

1
.

Re s
τ = −

Длительность спада тока I1 определятся 
величиной третьего корня s3:

1
3

1
.

Re s
τ = −

Измерив в ходе эксперимента T, τ и τ1, 
из выражений (16) – (18) можно опреде-
лить корни характеристического уравнения 
s1, s2, s3 и сопротивление канала пробоя.

Действительно, корни s1, s2 являются 

комплексно-сопряженными, поэтому

1

2

1 2
;

1 2
.

s i
T

s i
T

π
= − +

τ
π

= − −
τ

Третий корень является действительным 
числом, поэтому

3
1

1
s = −

τ
.

Далее, используя теорему Виета, нахо-
дим, что

1 2 3,
B

s s s
A

− = + +

или

0 1

1 2 1
.C

R

 
= + τ τ 

Из соотношения (22) находим R0 и шун-
тирующий ток по формуле (9). В качестве 
примера оценим R0 по кривой 1 на рис. 5. 
Быстрые колебания затухают за время 
τ ≈ 2,5 нс, а ток спадает за время τ1 ≈  12 нс. 
Правая часть равенства (22) будет равна 
приблизительно 0,1 Ом–1, что соответствует 
R0 ≈ 10 Ом.

При некоторых значениях индуктивно-
сти протекание токов может иметь аперио-
дический характер. Чтобы выявить условия 
возникновения этого режима, рассмотрим 
поведение дискриминанта ∆ характеристи-
ческого уравнения 

Рис. 4. Зависимости от времени  
напряжений Uc (1), Ud (2) и токов I (3),  
I1 (4) при C = 100 пФ, Сd   = 1000 пФ, 
R0 = 10 Ом, L = 6,3 мкГн, U = 1 кВ

Рис. 5. Расчетные зависимости  
от времени величин  I1 (1), I (2) для 

C = 100 пФ, Сd  = 1000 пФ, R0 = 10 Ом  
и L < Сd R0

2/4

а)

б)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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3 2 1 0.As Bs Ds+ + + =

Выражение для указанного дискрими-
нанта имеет вид:

2 2
4

2 2

1
[27 2 (2 9 )

(4 )].

A AD D B
A

B B D

∆ = − + − +

+ −

Отсутствие колебаний в исследуемой 
цепи возможно лишь при неотрицатель-
ных значениях ∆. Для заданных параметров 
цепи ∆ ≥ 0 в интервале индуктивностей

2
3 30

2
( 8 )

4 d d
d

R
L C C C

C
δ = −

протекание токов может иметь апериодиче-
ский характер при центральном значении 
Lm = 3,65⋅10–8 Гн. Заметим, что как δL, так 
и Lm квадратично зависят от сопротивления 
канала пробоя. Поэтому при увеличении R0, 
например до 20 Ом, центральное значение 
индуктивности увеличится в четыре раза и 
достигнет индуктивности отрезка прямого 
медного провода длиной l0 = 10 см и диа-
метром 2r = 1 мм (12). Следовательно, апе-
риодический режим вполне достижим экс-
периментально. При этом зависимость I1(t) 
напоминает по форме одну из кривых на 
рис. 3, а и практически совпадает с током в 
цепи, не содержащей конденсатора C (по-
скольку C << Сd):

( ) 1 0
1 1 1

1 0

2 0
2 2

2 0

2

 ,
2

exp( )

exp( )

d

Lk R
I t UC k k t

Lk R

Lk R
k k t

Lk R

 +
≈ + +

+
+ + 

где
2

0 0
1

4
;

2
d d

d

C R L C R
k

C L

− −
=

2
0 0

2

4
.

2
d d

d

C R L C R
k

C L

− +
= −

Для определения сопротивления канала 
пробоя в данном случае можно использо-

вать измеренное значение момента вре-
мени, соответствующего экстремальному 
значению тока, либо значение экстремума 
тока. С целью приближенной оценки со-
противления канала достаточно воспользо-
ваться следующей формулой для тока:

1 2
00

4 2
( ) ,exp

dd

Ut t
I t

C RC R

 
≈ − 

 
полученной путем предельного перехода 
зависимости (25) при L → Сd R0

2/4.
Наибольшее значение тока по формуле 

(26) составляет I1m = 2U/(eR0) и позволяет 
легко определить R0.

Итак, в работе проанализированы раз-
личные схемы измерения тока пробоя и 
введено понятие шунтирующего тока раз-
ряда конденсатора измерительной ячейки 
через канал пробоя. Предложена электри-
ческая схема измерения тока пробоя, по-
зволяющая рассчитывать шунтирующий ток 
и сопротивление канала пробоя на основе 
результатов, получаемых при измерениях 
параметров импульса тока пробоя. 

При определенных условиях, а именно –  
в отсутствие индуктивности цепи, а также 
при величине измерительного сопротивле-
ния, много меньшей сопротивления канала 
пробоя, установлена возможность непо-
средственного измерения истинного тока 
пробоя; однако реальное измерение этой 
величины может вызвать затруднения. 

При наличии небольших значений ем-
кости и индуктивности период колебаний 
тока в измерительной цепи может оказаться 
сравнимым с длительностью пробоя. Таким 
образом индуктивность может влиять на сам 
процесс пробоя. Это обстоятельство необхо-
димо учитывать при создании измеритель-
ных устройств для исследования явления 
пробоя при постоянном напряжении.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Министерства образования и науки РФ. 
Грант РФФИ № 13-08-00448. 

(23)

(24)

(26)

(25)
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УДК 621.373.826

О.Л. Головков, Г.А. Купцова, В.А. Степанов

Рязанский государственный университет им. С.А. Есенина

Влияние степени однородного уширения контура усиления 
на спектр генерации YAG : Nd-лазера 

Теоретические исследования, представленные в статье, ставят целью выяс-
нение влияния степени однородного уширения контура усиления на спектр ге-
нерации YAG:Nd+3-лазера в режимах генерации одной длины волны (1064,2 нм)  
и двух длин волн (1064,2 и 1061,5 нм). Полученные результаты сопоставлены с 
другими опубликованными данными. 

ДЛИНА ВОЛНЫ, ЛАЗЕР НА YAG : Nd, СПЕКТР ГЕНЕРАЦИИ, ЛАЗЕРНАЯ МОДА, СТЕПЕНЬ 
ОДНОРОДНОГО УШИРЕНИЯ, СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ТАНГА – СТАТЦА – ДЕМАРСА. 

Введение

Известно, что при комнатной темпе-
ратуре в (YAG:Nd+3)-лазере однородное 
уширение превосходит неоднородное. По-
следнее определяется наличием двух линий 
усиления (1064,15 и 1064,40 нм) и фонон-
ным воздействием кристаллической решет-
ки на ионы неодима. При этом чем выше 
температура кристалла, тем больше вклад 
неоднородного уширения в общую ширину 
спектра генерации (YAG : Nd+3)-лазера (да-
лее YAG-лазер). 

В исследовании одновременной генера-
ции двух длин волн (1064,2 и 1061,5 нм), 
проведенном в работах [1, 2], учитывается 
генерация каждой аксиальной моды ре-
зонатора и не учитывается влияние одно-
родного уширения контура усиления. Из 
расчета системы уравнений Танга – Статца 
– Демарса [4] для резонатора длиной 30 мм 
генерация YAG-лазера осуществляется на 
десяти аксиальных модах, при этом с уве-
личением длины резонатора прямо пропор-
ционально увеличивается количество гене-
рируемых мод; это не соответствует другим 
опубликованным данным, согласно кото-
рым в нормальных условиях происходит 
генерация 5 – 7 аксиальных мод [3].

В настоящее время нет общепринятой 
теории, которая бы учитывала влияние 
степени однородного уширения на спектр 
генерации лазерного излучения. Известно 
выражение [4] для полного числа аксиаль-
ных мод 2j + 1, стационарно возбуждаемых 
при параметре накачки А:

( )
1
3

2

3 1
,

8

A
j

A

 −
=  ∆ 

где ∆  – межмодовый интервал, задавае-
мый длиной резонатора.

Согласно выражению (1), при параметре 
накачки А = 10 и длине резонатора 30 мм  
(∆ = 0,05) должно генерироваться 11 акси-
альных мод, а при 120 мм ( ∆  = 0,0125) –  
26 таких мод, но это не соответствует дан-
ным, приводимым в литературе [3]. 

При анализе спектра генерации YAG-
лазера для резонаторов произвольной дли-
ны необходимо учитывать фактор однород-
ного уширения контура усиления, когда не 
все аксиальные моды, попадающие в кон-
тур усиления активной среды, могут уча-
ствовать в генерации лазерного излучения.  

Данная статья посвящена решению си-
стемы уравнений, описывающих  генера-
цию YAG-лазера с двух энергетических по-
дуровней мультиплета 4F3/2, имеющего три 
близких линии усиления, с учетом одно-
родного уширения контура усиления среды, 
и сопоставлению полученных результатов с 
экспериментальными данными.

Теоретическая часть

Известно, что на спектр генерации 
YAG-лазера влияют три линии усиления с 
длинами волн 1064,15 нм (сечение перехо-
да σ1 = 7,1٠10−19 см2), 1064,40 нм (σ3 = 1,9 × 
× 10–19 см2) и  1061,50 нм (σ2 = 4,7٠10–19 см2). 
При этом генерация YAG-лазера на длине 
волны 1064,15 нм идет с более высокого 

(1)
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подуровня – 11507 см–1, чем генерация на 
длинах волн 1064,40 нм и     1061,50 нм – с 
подуровня 11423 см–1 [3]. Поскольку сече-
ние перехода σ1 на длине волны 1064,15 нм 
является максимальным, эту линию усиле-
ния называют сильным переходом. 

Для описания многомодовой генерации 
YAG-лазера используем систему уравнений 
Танга – Статца – Демарса [4]:
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∑

где km  – интенсивность генерируемых ак-
сиальных мод; 0, kn n  – пространственно-
однородная инверсия и ее решетки на 
переходе с верхним рабочим подуровнем 
11507 см–1; 0,n′  kn′  – то же для подуров-
ня 11423 см–1; М – число аксиальных мод; 

||2 / ;G k= γ ||/tτ = γ  ( ||γ  – скорость релак-
сации инверсии населенности); kβ  – поте-
ри k-й аксиальной моды; A, A′  – параме-
тры накачки на верхние рабочие подуровни  
А и В; ( )i

kL  – лоренцевы формы линий уси-
ления  i-й компоненты, нормированные к 
сечению сильного перехода; они следуют 
выражениям

(1) 2 1
0[1 (( ) ) ] ;kL p k −= + − ∆ + ∆

(2) 2 12
0 2

1

[1 (( ) ) ] ;kL p k −σ
= + − ∆ + ∆

σ

(3) 2 13
0 3

1

[1 (( ) ) ] ;kL p k −σ
= + − ∆ + ∆

σ
 

(2) (1)
0 0

2 ;
⊥

ω − ω
∆ =

γ
 

(3) (1)
0 0

3 ,
⊥

ω − ω
∆ =

γ

где (1)
0 ,ω  (2)

0 ,ω  (3)
0ω  – центры линий уси-

ления на длинах волн 1064,15, 1061,50 и 
1064,40 нм соответственно; 0∆  – межмо-
довый интервал, задаваемый длиной резо-
натора; ⊥γ  – скорость релаксации поля-
ризации, равная полуширине однородной 
линии усиления.

Известно стационарное решение систе-
мы уравнений (2) [2]:  

0
1

1
(1 ) ;

1

M

k m
m

n A m
w =

 ′ = − + β +  
∑

0
1

(1 ) ;
1

M

k m
m

w
n A m

w =

 
= − + β +  

∑
(2) (3)

0
1 0(1)

1(2) (3)

2 1 (1)

1 ( )

;

k k k
k

k

k k

k

L L n
n F n

L

L L
F F

L

−

′ + β − +′ = − × 
 

 +
× + 

 
(2) (3)

0
0(1)

(1 ) ( )( )
;k k k k

k
k

L L n n
n n

L

′ ′+ β − + +
= −

(1)

1
(1)

0

1
;

0,5

M

k m m
m

k
k

n L m
m

L n
=

 
+ 

 =
−

∑

где 

(2) (3) (1) (1)
1 0

1

( ) 1 ;
M

k k m m
m

F n L L L m
=

 ′= + + 
 

∑

(1) (2) (3) (2) (3)
2 0

1

1 ( )( ) ;
M

k m m m m
m

F n L L L m m
=

 
= + + + 

 
∑

0
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n k T
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ЕА, ЕВ  – энергии подуровней; kВ – посто-
янная Больцмана.

Известно, что при однородном ушире-
нии контура усиления происходит генера-
ция на одной аксиальной моде, а при не-
однородном уширении контура усиления 
осуществляется генерация на множестве 
аксиальных мод с межмодовым интерва-
лом, задаваемым длиной резонатора. В свя-
зи с тем, что YAG-лазер обычно генерирует 
5 – 7 мод, а не 26 (в соответствии с вы-
ражением (1)), возникает необходимость 
учитывать степень однородного уширения 

(2)
(3)
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контура усиления, когда в процессе генера-
ции участвуют не все аксиальные моды, за-
даваемые резонатором, а только те, между 
которыми нет корреляции по однородному 
уширению. 

Система уравнений Танга – Статца 
– Демарса не предназначена для расче-
та лазерной генерации с множеством ак-
сиальных мод при наличии однородного 
уширения контура усиления. Для расчета 
влияния степени однородного уширения 
на спектр генерации умножим лоренцевы 
контуры усиления ( )i

kL на функцию

1

( ) cos ,
2

n

k
m

f n k
m=

π =  
 

∏
где величина n определяет количество рас-
положенных рядом аксиальных мод, не 
участвующих в лазерной генерации; оно 
равно (2n – 1). 

Нами проведены расчеты спектров ге-
нерации YAG-лазера на длине волны 
1064,2 нм для двух значений длины резо-
натора (30 и 120 мм), причем сначала без 
учета влияния однородного уширения, ког-
да межмодовый интервал аксиальных мод 
составляет 0,0500 и 0,0125 соответственно, 
а затем с его учетом. Если при расчетах для 
длины резонатора 30 мм положить n = 1, то 
для резонатора длиной 120 мм необходимо 
взять n = 4, чтобы сохранить одинаковый 
межмодовый интервал, определяемый сте-
пенью однородного уширения контура уси-
ления. 

На рис. 1 представлены результаты рас-
четов спектров генерации  YAG-лазера на 
длине волны 1064,2 нм для двух значений 
длины резонатора: 30 и 120 мм; при n = 1 
для длины резонатора 30 мм и при n = 4  
для длины резонатора 120 мм; при n = 2 для 
длины резонатора 30 мм и при  n = 8 для 
длины резонатора 120 мм. Неселективные 
потери приняты равными 0,15kβ = , тем-
пература кристалла – 300 K, параметр на-
качки А = 10.

При длине резонатора 30 мм для удоб-
ства расчетов положим произвольным об-
разом, что мода, соответствующая макси-
муму усиления на длине волны 1064,15 нм, 
имеет номер 70. Тогда  мода, соответствую-
щая максимуму усиления на длине волны 

1064,40 нм, имеет номер 56, а мода, соот-
ветствующая максимуму усиления на длине 
волны 1061,50 нм, имеет номер 222. 

При длине же резонатора 120 мм моды, 
соответствующие максимумам усиления на 
длинах волн 1064,15, 1064,40  и  1061,50 нм 
имеют номера 280, 224 и 888 соответствен-
но. 

С помощью расчетов, представленных 
на рис. 1, установлено, что в режиме гене-
рации одной длины волны 1064,2 нм, при 
постоянной температуре, постоянной мощ-
ности накачки и постоянном уровне вну-
трирезонаторных потерь, для исследуемой 
системы характерны следующие свойства: 

ширина спектра генерации увели-
чивается с ростом степени однородного 
уширения контура усиления, например,  
∆λ = 0,18 нм (см. рис. 1, а), ∆λ = 0,28 нм 
(см. рис. 1, в). Поскольку в спектре генера-
ции межмодовый интервал увеличивается 
с ростом степени однородного уширения 
контура усиления, то уменьшается дискри-
минация аксиальных мод;

если определяемый длиной резонатора 
частотный интервал между аксиальными 
модами меньше ширины однородной со-
ставляющей контура усиления, то количе-
ство генерируемых аксиальных мод не за-
висит от длины резонатора (см. рис. 1, б, д 
и в, е);

положение максимума спектра генера-
ции не зависит от длины резонатора и сте-
пени однородного уширения контура уси-
ления. 

В связи с тем, что дискриминация акси-
альных мод уменьшается с ростом однород-
ного уширения контура усиления, следует 
ожидать изменения условий  для обеспече-
ния режима одновременной генерации двух 
длин волн 1064,2 и 1061,5 нм YAG-лазером 
[1, 2].

На рис. 2 представлены спектры одно-
временной генерации двух длин волн YAG-
лазером с длиной резонатора 30 мм, без 
учета однородного уширения; при n = 1 
(межмодовый интервал генерации равен 
0,1); при n = 2 (межмодовый интервал ге-
нерации равен 0,2) . При этом уровень по-
терь на длине волны 1061,5 нм 0,15,kβ =  
уровень потерь на длине волны 1064,2 нм 

(4)
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а) г)

0,25,kβ =  температура кристалла 300 K, па-
раметр накачки А = 10. 

Как видно из рис. 2, при увеличении 
степени однородного уширения контура 
усиления происходит уменьшение разницы 
внутрирезонаторных потерь, необходимой 
для осуществления режима одновременной 
генерации двух длин волн – 1064,2 и 1061,5 
нм. Как известно, разница внутрирезона-
торных потерь возникает на поляризующих 
элементах (окне Брюстера) за счет термо-
наведенного двулучепреломления  в кри-
сталле YAG [1, 2]. 

Расчетным путем установлено, что с ро-
стом степени однородного уширения кон-

тура усиления изменяются условия возник-
новения одновременной генерации двух 
указанных длин волн. Так, в случае неод-
нородного уширения минимальное значе-
ние разности внутрирезонаторных потерь, 
при которых осуществляется одновремен-
ная генерация двух длин волн, составляет 
Δβk = 0,05. В случае же влияния однород-
ного уширения на контур усиления данные 
значения  равны   0,04 и 0,03 при n = 1 и 2 
соответственно. 

Облегчение условий одновременной ге-
нерации двух длин волн с ростом степени 
однородного уширения контура усиления 
обусловлено уменьшением дискриминации 

Рис. 1. Рассчитанные зависимости модового состава лазерного излучения (1064,2 нм)  
от степени однородного уширения контура усиления для различных значений длины резонатора l  
и величины n; l = 30 мм (а – в) и 120 мм (г – е); n  = 0 (без учета однородного уширения) (а, г),  

n = 1 (б), 2 (в), 4 (д), 8 (е); T = 300 K; βk  = 0,15; A = 10

б) д)

в) е)
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мод за счет роста межмодового интервала 
при увеличении степени однородного уши-
рения.

Основные результаты работы

В проведенном исследовании показан 
метод расчета системы уравнений Танга – 
Статца – Демарса с учетом влияния сте-
пени однородного уширения контура уси-
ления на спектр многомодовой генерации 
YAG-лазера. 

Установлено, что если определяемый 
длиной резонатора частотный интервал 

между аксиальными модами меньше ши-
рины однородной составляющей контура 
усиления, то спектр генерации не зависит 
от длины резонатора.

Показано, что с ростом однородного 
уширения контура усиления происходит 
увеличение ширины спектра генерации 
лазерного излучения и уменьшается мини-
мальное значение разности внутрирезона-
торных потерь, при которых осуществля-
ется одновременная генерация двух длин 
волн – 1064,2 и 1061,5 нм в нормальных 
условиях. 

Рис. 2. Рассчитанные зависимости модового состава лазерного излучения на двух длинах волн λ  
от степени однородного уширения контура усиления для различных значений величины n  

при постоянном значении длины резонатора (l = 30 мм); λ = 1064,2 нм (а – в) и 1061,5 нм (г – е); 
n = 0 (а, г), 1 (б, д), 2 (в, е); T = 300 K; A = 10

а) г)

б) д)

в) е)
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О.Л. Головков, Г.А. Купцова, В.А. Степанов

Рязанский государственный университет

УЧЕТ СКОРОСТИ РЕЛАКСАЦИОННЫХ ПЕРЕХОДОВ МЕЖДУ ПОДУРОВ-
НЯМИ МУЛЬТИПЛЕТА В СПЕКТРЕ ГЕНЕРАЦИИ YAG:Nd-ЛАЗЕРА

В работе приведено два варианта записи системы уравнений Танга – Стат-
ца – Демарса. Рассчитаны спектры многомодовой генерации YAG:Nd+3-лазера 
для случая постоянного распределения Больцмана по подуровням мультипле-
та 4F3/2 и для случая определенной скорости кросс-релаксационных переходов 
между указанными подуровнями.  Полученные результаты сопоставлены с экс-
периментальными данными.

YAG:Nd-лазер, распределение Больцмана, спектр генерации, система 
уравнений танга – статца–демарса, подуровни  мультиплета.

Введение

С целью исследования спектра генера-
ции YAG:Nd+3-лазера авторы  научной ста-
тьи [1] использовали  систему уравнений 
Танга – Статца – Демарса (ТСД)  и  ввели 
параметры wAB  и  wBA – скорости релакса-
ционных переходов между рабочими по-
дуровнями А (11507 см–1) и В (11423 см–1) 
мультиплета 4F3/2, причем для температу-
ры 300 K приняли значения wAB = 0,3 и  
wBA = 0,2 Отношение wBA/wAB = 0,66 соответ-
ствует распределению Больцмана. Введе-
ние указанных параметров для однородной 
инверсии подуровней говорит о том, что 
при индуцированном излучении с одного 
подуровня через определенное время про-
изойдет выравнивание населенностей по-
дуровней в соответствии с распределением 
Больцмана. Введение же скоростей релак-
сационных переходов wAB и wBA для реше-
ток инверсии не обосновано, так как эти 
решетки при генерации разных длин волн 
пространственно не совпадают.

В противоположность утверждению, 
сделанному в работе [1],  в статье [2] выска-
зано мнение о необоснованности введения 
скоростных параметров, так как  «время 
жизни» мультиплета 4F3/2 (2,5·10–4 с) на-
много превосходит время релаксационных 
переходов между его подуровнями  (10–7 с), 
а распределение населенностей подуровней 
всегда соответствует распределению Боль-
цмана.

Цель настоящего исследования – со-

поставить два предложенных вида систе-
мы уравнений ТСД и развить высказанное 
ранее мнение; показать, что распределение 
однородной инверсии населенности между 
подуровнями мультиплета 4F3/2 всегда соот-
ветствует распределению Больцмана. Что 
же касается распределения населенности 
решеток инверсии населенности между 
подуровнями мультиплета 4F3/2 , то оно не 
подчиняется этому распределению. 

Теоретическая часть

Известно, что на спектр генерации 
YAG:Nd+3-лазера (далее YAG-лазер) влия-
ют три линии усиления: λ1 = 1064,15 нм  
(сечение перехода σ1 = 7,1٠10–19 см2), λ3 =  
= 1064,40 нм (сечение перехода σ3 = 1,9 × 
× 10–19 см2) и λ2 = 1061,50 нм (сечение пере-
хода σ2 = 4,7٠10–19 см2). При этом генерация 
YAG-лазера на длине волны 1064,15 нм идет 
с более высокого подуровня (11507 см–1), 
чем генерация  на  длинах волн 1064,40 и 
1061,50 нм – с подуровня 11423 см–1 [4]. 
Так как сечение перехода σ1 на длине вол-
ны 1064,15 нм максимальное, то эту линию 
усиления называют сильным переходом. 

Как уже указывалось, для описания мно-
гомодовой генерации YAG-лазера обычно 
используют систему уравнений ТСД [3].

Запишем систему уравнений, как в это 
было сделано в работе [1], исправив явные 
неточности и преобразовав использован-
ные авторами переменные к общеприня-
тым [3]:
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где (1)
0 ,ω  (2)

0 ,ω  (3)
0ω  – центры  линий 

усиления на длинах волн λ = 1064,15,  
1061,50 и 1064,4 нм; 0∆  − межмодовый 
интервал, задаваемый длиной резонатора;  

⊥γ  – скорость релаксации поляризации, 
равная полуширине однородной линии 
усиления. 

Для стационарной генерации d/dτ = 0.  
При условии τ → ∞  распределение насе-
ленностей подуровней мультиплета 4F3/2 

соответствует распределению Больцмана. 
Тогда, в результате преобразования систе-
мы уравнений (1), получаются следующие 
выражения:
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ЕА, ЕВ – энергии подуровней; kВ – постоян-
ная Больцмана.

В результате преобразований выраже-
ний (3) получаем равенства:
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Проведенный анализ показал, что урав-
нения (4а) и (4б) тождественны  выраже-
ниям, впервые представленным в статье [2] 
и полученным из условия, что однородные 
населенности подуровней мультиплета 4F3/2 
в любой момент времени подчиняются 
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где mk – интенсивность генерируемых ак-
сиальных мод; n0, nk – пространственно-
однородная инверсия и ее решетки на 
переходе с верхним рабочим подуровнем 
A (11507 см–1); 0,n′  kn′  – то же для верх-
него рабочего подуровня  B (11423 см–1); 
М – число аксиальных мод; ||2 / ,G k= γ  

||/tτ = γ  ( ||γ  – скорость релаксации инвер-
сии населенности); kβ  – потери k-й акси-
альной моды; A, A′  – параметры накачки 
на верхние рабочие подуровни А и В; wAB, 
wBA – скорости релаксационных перехо-
дов между рабочими подуровнями А и В 
мультиплета 4F3/2; 

( )i
kL  – лоренцевы  фор-

мы линий усиления i-й компоненты, нор-
мированные к сечению сильного перехода 
(1064,15 нм), которые выражаются как
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распределению Больцмана, независимо от 
условий лазерной генерации. Они имеют 
вид

0
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Дальнейшее преобразование системы 
уравнений (1) позволило получить выраже-
ния:
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Выражение (6а) не имеет аналитическо-
го решения, поэтому для его решения ис-
пользовался метод последовательных при-
ближений. 

На рис. 1, а приведены результаты рас-
четов с использованием уравнений (5) и 
(6), описывающие спектр генерации YAG-
лазера при следующих условиях: темпера-

тура 300 K, wAB = 0,3, wBA = 0,2 (как это 
было принято в работе [1]); параметр на-
качки А = 10; внутрирезонаторные потери 
βk = 0,15. 

С учетом межмодового интервала  

0∆  = 0,05 присвоим произвольным образом 
номер 70 моде, соответствующей максиму-
му усиления на длине волны 1064,15 нм.  
Тогда мода, соответствующая максиму-
му усиления на длине волны 1064,4 нм, 
получит номер 56, а мода, соответствую-
щая максимуму усиления на длине волны  
1061,5 нм, – номер 222. Согласно расче-
там, генерация на длине волны 1061,5 нм 
отсутствует, поэтому графически модовый 
состав спектра не показан.

На рис. 1, б приведены расчетные дан-
ные для спектра генерации YAG-лазера в 
соответствии с полученными в работе [2] 
(300 K) и условиях: населенности подуров-
ней мультиплета 4F3/2 в любой момент вре-
мени подчиняются распределению Боль-
цмана (wAB = wBA = 0, w = 0,66), параметр 
накачки А = 10, внутрирезонаторные  по-
тери βk = 0,15. Согласно расчетам, и в этом 
случае генерация на длине волны 1061,5 нм 
отсутствует, поэтому графически модовый 
состав спектра также не показан.

При сравнении рис. 1, а и б видно, что 
при температуре 300 K генерация на длине 
волны 1064,2 нм возникает в обоих случаях, 
но при этом максимумы спектров излуче-
ния не совпадают (на рис. 1, а k = 67, а на 
рис. 1, б k = 66).   

На рис. 2, а, б приведен результат рас-
чета спектра генерации YAG-лазера по 

(5а)

(5б)

Рис. 1. Результаты расчета модового состава генерации YAG-лазера для длины волны 1064,2 нм 
при параметрах, использованных в работе [1] (а) и работе [2] (б); T = 300 K.  
В обоих случаях, согласно расчетам, генерация на длине волны 1061,5 нм отсутствует

а) б)

(6а)

(6б)

(6в)
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уравнениям (5) и (6), выполненный при 
условиях: T = 200 K, wAB = 0,4 и wBA = 0,2  
(w = 0,5), параметр накачки А = 10, внутри-
резонаторные потери βk = 0,15. 

На рис. 2, в, г  приведен расчет спек-
тра генерации YAG-лазера в соответствии 
с [2] при 200 K и условиях:  населенности 
подуровней мультиплета 4F3/2 в любой мо-
мент времени подчиняются распределению 
Больцмана (wAB = wBA = 0, w = 0,5), пара-
метр накачки А = 10, внутрирезонаторные  
потери βk = 0,15. 

При сравнении рис. 2, а, б с рис. 2, в, 
г очевидно, что при 200 K рассчитанные 
спектры генераций значительно различа-
ются. Так, если производить расчет в со-
ответствии со статьей [1], то при 200 K 
должна возникнуть генерация только на 
одной длине волны 1064,2 нм, но важно 
заметить, что при этом происходит значи-
тельный сдвиг максимума спектра генера-
ции ввиду усиленного влияния на спектр 
линии 1064,4 нм. Если же проводить рас-
чет в соответствии с работой [2], то при  

200 K осуществляется генерация на двух 
длинах волн (1064,2 и 1061,5 нм), а это со-
гласуется с данными, приведенными в ли-
тературе [5].

Выводы

Проведенный анализ расчетных резуль-
татов для спектров генерации YAG:Nd+3-
лазера (расчеты выполнены  при  варьи-
ровании  условий),  привел  к следующим 
заключениям:

распределение однородной инверсии 
населенности между подуровнями мульти-
плета 4F3/2 всегда соответствует распределе-
нию Больцмана, даже при наличии лазер-
ной генерации;

распределение населенности решеток 
инверсии населенности между указанными 
подуровнями не подчиняется статистике 
Больцмана, следовательно, при использова-
нии системы уравнений Танга – Статца –  
Демарса не должны  учитываться скорости 
релаксационных переходов wAB и wBA для ре-
шеток инверсии.

Рис. 2. Результаты расчета модового состава генерации YAG-лазера для  длин волн 1064,2 нм (а, в) 
и 1061,5 нм (б, г) при условиях, принятых в работе [1] (а, б) и в работе [2] (в, г); T = 200 K 

а) б)

в) г)
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LIGHT PRESSURE DETECTION BY TWO-WAVE MIXING IN THE 
PHOTOREFRACTIVE BaTiO3 : Co CRYSTAL

The paper studies the high-sensitive detection of light radiation pressure using 
an adaptive interferometer based on photorefractive 45○-cut BaTiO3 : Co crystal. For 
small phase modulation measurement the authors employed a polarization filtering, 
which ensured the linear regime of signal detection in the photorefractive crystal with 
nonlocal response. It was demonstrated that the proposed method of light pressure 
measurement could be used as a broadband photodetector. It was experimentally 
found that the sensitivity was 2 µW in the wavelength range from 488 to 1600 nm.

ADAPTIVE HOLOGRAFIC INTERFEROMETER, LIGHT PRESSURE, TWO-WAVE 
MIXING, PHOTOREFRACTIVE CRYSTAL, HIGH-SENSITIVE DETECTION, BROADBAND 
PHOTODETECTOR. 

Introduction

It is well known that light exerts pressure 
on an illuminated object that is a result of the 
momentum transfer from photons to the object, 
which reflects, absorbs, or refracts the light 
[1]. Even though light pressure is negligible in 
common practice, nowadays it has numerous 
applications ranging from manipulation on 
biological particles and nanotechnology up to 
cooling and trapping atoms [1–3]. 

In this paper we consider a high-
sensitive detection of light pressure using an 
adaptive holographic interferometer based on 
photorefractive 45○-cut BaTiO3 : Co crystal. 
In our experiment, the light pressure causes 
a displacement of a reflecting membrane, 
and this response is measured by the adaptive 
interferometer. We demonstrate that the device 
based on light pressure measurement can be 
used as a broadband achromatic photodetector 
with linear response. 

Adaptive Interferometer with Linear Phase 
Demodulation

In our experiments we measured the 
increased vibrations of a reflecting membrane 
caused by the pressure of light being amplitude-
modulated. An adaptive interferometer with 
photorefractive crystal is well known as a simple 
and efficient configuration for measuring small 
vibrations [4]. In most industrial applications 

the fast response time of the photorefractive 
crystal is needed and many efforts were made 
to develop the setups with photorefractive 
semiconductors and sillenite crystals, which 
have the fastest response time. However, these 
crystals have low electro-optic coefficients, 
which results in weak two-beam coupling 
even with external field enhancement of the 
photorefractive effect. In our experiments 
with highly reflective membrane the major 
factor leading to the loss of light should be 
the weak coupling, or, in the other words, the 
low reflectivity of the photorefractive grating. 
Thus to achieve high light efficiency and as a 
result maximum sensitivity we have to choose 
a crystal with high reflectivity even at the 
expense of response time. For our experiments 
we selected 45○-cut BaTiO3, which provides 
one of the strongest grating reflectivity without 
resorting to an externally applied electric field 
[5, 6]. While the absence of the electric field is 
an appreciable advantage in itself, in this case 
the diffusion mechanism of the photorefrac-
tive grating recording is dominant. As a conse-
quence the photorefractive grating is π/2-phase 
shifted with respect to the interference pattern. 
The signal and the reference waves are in phase 
in the exit of the crystal, and it results in the 
weak quadratic detection of the signal wave 
phase modulation. To provide high-sensitive 
linear detection we employed a photorefractive 
interferometer with different polarizations of 
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signal and reference waves, which enter the 
crystal through the opposite facets, are given 
by

( )
0 2 2

(1 ) sin cos
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sin cos
i ti

S S e
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ϕ− θ θ 
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0
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R R
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=  
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where S0 and R0 are the scalar amplitudes of 
the signal and reference, respectively; θ is the 
angular position of the  quarter-wave retarder; 
φ(t) is the phase modulation of the signal wave 
caused by the reflective membrane vibration.  

The reference wave has vertical polarization; 
therefore the horizontal x component of 
the signal wave does not take part in the 
photorefractive grating build-up process. The 
grating recorded by the y component reflects 
the horizontal x component of the signal wave. 
The quarter wave plate changes the phase 
between the x and y components of the signal 
wave that allows the adjustment of the phase 
difference between the reflected signal wave 
and the reference one. Eq. (1) shows that the 
reference wave transmitted through the crystal 
is in phase with the reflected wave when the 
angular position of the retarder θ = 45○. In this 
case the configuration shown in Fig. 1 provides 
high-sensitive linear detection of the fast phase 
modulation of the signal wave. The polarization 

(1)

Fig. 1. Experimental setup:  
1 – Nd : YAG laser (λ = 532 nm), 2 – beam splitter, 3 – BaTiO3 : Co crystal, 4 – polarizer,  
5 – λ/4 retarder, 6 – vacuum chamber with reflective membrane, 7 – intensity modulator,  

8 – laser (λ = 488, 632, 1600 nm), 9 – function generator, 10 – lock-in amplifier;  
R, S – the reference and the signal beams, respectively

the interfering waves and polarization filtering 
[7, 8].

The scheme of the holographic interfero-
meter, which provides counter-propagating 
two-wave mixing in the photorefractive crystal, 
is shown in Fig. 1. The photorefractive crystal, 
BaTiO3 : Co, has cobalt concentration of 
approximately 0.01 mol. % and the length 
of 4 mm along the grating wave vector. The 
angle between the interfering beams was 
170○. A frequency-doubled Nd : YAG laser 
(λ = 532 nm) was used as a light source for 
the interferometer. The reference beam R 
has horizontal polarization, while the signal 
beam S is elliptically polarized. The quarter-
wave retarder, which controls the signal 
beam polarization, introduces a phase shift 
between vertical and horizontal polarization 
components. The photorefractive grating is 
recorded by the interference pattern of the 
horizontal component of the signal beam and the 
reference beam. Only light with extraordinary 
polarization is reflected by the grating due to 
the great difference between effective electro-
optic coefficients for ordinary and extraordinary 
waves [6]. In our experimental setup the light 
with vertical polarization is reflected, and 
therefore the reference beam passes the crystal 
without reflection by the grating, and this 
feature increases the interferometer efficiency. 

The complex vectorial amplitudes of the 
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analyzer in front of the photodetector mixes 
the vertically polarized reference wave and 
the reflected signal one, which has horizontal 
polarization. The light intensity behind the 
polarization analyzer is 

2 2 2
0 0

0 0

( ) sin cos

1
sin 2 sin ( ),

4

I t PS TR

PTS R t

= α + α +

+ α ϕ

where P is intensity reflectance of the 
photorefractive grating, T is transmittance of 
the crystal, and α is an angle that transmission 
axis of the polarization analyzer makes with the 
x axis. 

Obviously, the interferometer has the highest 
sensitivity when α = 45○ and the amplitude of 
the intensity modulation is

0 0

1
( ) sin ( ).

4
I t PTS R t∆ = ϕ

Our experiments have confirmed that the 
proposed configuration of the interferometer 
allows linear detection of the phase modulation. 
We observed only the first harmonic of the signal 
when the quarter-wave plate was installed and 
aligned in the optimal position. Without the 
phase retarder, when the signal and reference 
wave had the same polarization, only the 
second harmonic was observed and the output 
signal dependence on the phase modulation 

amplitude was quadratic. The results of those 
experiments (see Fig. 2) reveal a significant 
advantage in output signal of the «linearized» 
interferometer when a small phase modulation 
is detected. In that experiment the vacuum 
chamber with reflective membrane was replaced 
by a piezo-driven mirror. We used this result as 
an interferometer calibration to determine the 
membrane displacement in the measurements 
of light pressure.

We found experimentally the optimal 
positions of the quarter wave plate and the 
polarization analyzer, and that measure yielded 
the maximum sensitivity of the interferometer. 
The result obtained differs from the 45○-position 
predicted theoretically by approximately 20○. 
The measurements of the grating reflectance 
as a function of the polarization angle show 
that maximum value is also observed with our 
crystal sample when the polarization differs 
from the vertical one by 20○. Apparently, these 
discrepancies we can explain by the difference 
between the considered 45○ crystal cut and the 
crystallographic orientation of our BaTiO3 : Co 
sample, which has been cut close to 30○.

An Achromatic Photodetector Based on Light 
Pressure Measurement

As a detector of light pressure we used a 
thin flexible highly reflective membrane placed 
in a vacuum chamber. The air pressure in the 
chamber was about 5 N/m2. The membrane 

Fig. 2. An amplitude of the output signal versus 
the amplitude of signal wave phase modulation, 

∆ϕ, measured with (▲) and without (■) the quarter 
wave retarder.  

Solid curves are the best linear and parabolic fits  
of the experimental data

(2)

(3)

Fig. 3. An amplitude of the output signal  
as a function of the incident light power for three 

different wavelengths λ:  
1 – 488 nm, 2 – 633 nm, 3 – 1600 nm 
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was composed of a 5 µm-thick nitrocellulose 
substrate coated with an 0.12 µm-thick 
aluminum reflective layer. The measured 
reflectivity of the membrane was 85–95 % 
in the wavelength range of 0.4–1.6 µm. The 
membrane was illuminated through the right-
side windows of the vacuum chamber by 
the green CW light (see Fig. 1) that made 
possible to detect fast membrane displacement 
interferometrically. The laser beam causing this 
displacement entered the chamber from the 
left. It showed a periodical intensity modulation 
that resulted in increased vibrations of the 
membrane with amplitude depending linearly 
on the incident light intensity. As a source 
of the incident light we used lasers of three 
different wavelengths: 488, 633, and 1600 nm.  
The experimental results are presented in  
Fig. 3, where we show the photodetector 
amplitude as a function of the incident light 
intensity. The response of the photodetector is 
highly linear and achromatic. The measured 
signal-to-noise ratio at the incident light power 
of 20 µW was about 10. Thus we estimated the 
sensitivity of the photodetector as 2 µW taking 
it as a noise-equivalent power. It is of note that 
in the experiments with the vacuum chamber 
the noise level was nearly 30 times as high as 
that in the experiments with the calibration 
using piezo-driven mirror. Apparently, the 
increase in noise is associated with membrane 

imperfections that scatter the signal wave. 
Therefore, the improvement of the membrane 
quality should allow reaching the sensitivities in 
excess of 1 µW. 

Conclusion

In order to measure the light pressure we 
propose a new configuration of the adaptive 
photorefractive interferometer with highly 
efficient 45○-cut BaTiO3 : Co crystal. In this 
setup the two orthogonal linear polarization 
components of the signal wave play different 
roles. One of them builds up the photorefractive 
grating interfering with the reference wave 
inside the crystal but does not contribute to the 
output signal of the interferometer. The other 
component is reflected by the photorefractive 
grating and is mixed with the reference wave 
by the polarizer, which yields the output signal. 
The phase shift between two polarization 
components is controlled by the phase retarder 
that allows the linear phase demodulation 
using the crystal with nonlocal, local or mixed 
photorefractive response. We have applied 
this interferometer for measurements of light 
pressure. It was experimentally found that 
the sensitivity was 2 µW over a wide spectral 
range. Our experimental results make possible 
to suggest a new type of the photodetectors 
based on the interferometric measurement of 
the light pressure.
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Secondary electron emission at very low electron energy

A detailed review of experimental and theoretical studies of secondary electron 
emission (SEE) at low electron energies performed in the past has been given in this 
paper. It is shown that some present-day authors’ statement on increase of the SEE 
yield up to unity while the primary electron energy tends to zero does not have suffi-
cient theoretical justification and is inconsistent with the numerous experimental data 
obtained for various materials.

secondary electron emission, thermionic emission, low primary ener-
gies, electron reflection from potential barrier, contact potential dif-
ference.

I. Introduction

Secondary electron emission (SEE) from 
solids plays an important role in many areas 
of science and technology [1]. In the last few 
years, there has been a substantial renewed 
interest in the experimental and theoretical 
studies of SEE. A recent study proposed that 
the reflectivity of very low energy electrons 
from solid surface approaches unity in the 
limit of zero electron energy [2 – 4]. If this 
were the case indeed, this effect would have 
a profound impact on the formation of 
electron clouds in particle accelerators, plasma 
measurements with electrostatic Langmuir 
probes, and operation of Hall plasma thrusters 
for spacecraft propulsion [5, 6]. It turns out 
that the proposed high electron reflectivity 
at low electron energies is inconsistent with 
numerous previous experimental data obtained 
for secondary electron emission [7]. 

The goal of this article is to discuss possible 
causes of these contradictions.

II. Theoretical Description of Secondary  
Electron Emission in the Limit of Low Energy

A. Electron Reflection from the Surface  
Potential Barrier

According to quantum-mechanical laws, 

certain electrons falling on the vacuum-solid 
interface are reflected from it without pene-
tration into the solid. Strict calculation of the 
reflection coefficient taking into account the 
atomistic potential field, the electrons’ interac-
tion with each other and inelastic interactions 
with the crystal lattice is impossible in principle 
in the framework of quantum mechanics. In 
this connection all known theories of electron 
reflection use a one-dimensional model of the 
real potential (Fig. 1), and consider only the 
part of the electron kinetic energy that is as-
sociated with the velocity component normal 
to the surface: Ek  = mvx

2/ 2. 
In recent years several articles have been 

published where authors propose to describe 
the effective potential in the form of an abrupt 
potential step of height Vi at the interface (see 
potential 1 in Fig. 1) [1, 2]. Quantum reflectivity 
R at such a barrier is described by the simple 
expression

21 1
2 2

1 1
2 2

,k s

k s

E E
R

E E
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where Es = Ek  + eVi (Vi  – internal potential).
The results of relevant calculations are 

shown in Fig. 2.
Authors of Refs. [2–4] proposed an un-

(1)
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realistically high value for internal potential  
(150 eV) to obtain agreement with their own 
experimental data (Fig. 2, curve 1). J. Cazaux 
[1] used the same model with a more realistic 
value Vi (12.1 V for Cu), and adoption of those 
values led to a more rapid decrease in R with 
increasing energy (Fig. 2, curve 2). But in any 
case R tends to unity as energy approaches zero 
for a sharp step barrier model.

Yet, nearly 100 years ago, W. Schottky 
[7] proved that electron interaction with 
the real surface of a solid target could not 
be described by a potential barrier with a 
sharp step. This allowed him to calculate the 
dependence of thermionic emission current on 
the external electric field, and this result was 
very well confirmed by experiment (the so-
called Schottky effect). A similar approach was 
used later in a one-dimensional model of the 
effective potential near the surface of metal, 
and this one is now considered to be the best 
approximation to the real conditions.

According to this model an electron 
experiences an image force at distances x more 

than interatomic one in solids when the metal 
surface can be considered as perfectly smooth 
and perfectly conducting. At shorter distances 
the metal surface cannot be considered as 
perfectly smooth, and the work function is 
determined by the dipole moments of surface 
atoms, preventing the exit of electrons into 
vacuum. In this region the potential is nearly 
constant and equal to the inner potential Vi 
of the solid which depends on material (see 
barrier 2 in Fig. 1). In that case the dependence 
of the effective potential V in vacuum on the 
distance x to the surface in absence of an 
external electric field is written as

2
1

2
1 1

4  at ;
( )

4  at .i

e x x x
V x

V e x x x

− ≥= 
− = − ≤

Quantum-mechanical reflectivity R of slow 
electrons at the barrier of such a form is taken 
into account in the Richardson law for the 
thermionic emission current density J [9]:

Fig. 1. One-dimensional approximation  
for the effective potential acting on the electron 
crossing the metal surface: sharp step barrier (1); 
barrier of the image force (2); Bloch model (3); 
Ek , Es  – kinetic energies of the electron in vacuum  

and inside the metal, respectively; EF – Fermi energy; 
Vi  – internal potential; φ – work function; VL, FL – 

vacuum and Fermi levels, respectively; BCB –  
the bottom of the conduction band

Fig. 2. The reflection coefficient dependence on 
electron energy for different approximate models: 
Step Potential (1, 2) at Vi = 150 V (1) [2 – 4] 
and at Vi = 12.1 V (2) [1]; Image Force (3, 4) 

using WKB at Vi = 12.0 V (3) [10] and numerical 
solution (4) [13]

(2)
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J = A0T
2D exp (– eφ/kT),

where A0 is the Sommerfeld constant,  A0 = 120.4 
A/cm2K2; D is the average transparency of the 
barrier, D = 1 – R; φ is a local work function 
of the sample, k  is  the Boltzmann constant, 
and T is an absolute temperature.

The Richardson law has been tested 
experimentally a lot of times and data obtained 
indicated that the average reflection coefficient 
of thermal electrons (energy in vacuum is less 
than 0.1 eV) did not exceed 10 %.

In the quantum-mechanical methods for 
the calculation of the barrier transparency 
the wave function inside the solid is always 
described by a plane wave. Outside the solid 
various approaches are possible and then both 
wave functions are cross-linked at interface.

So in the works [10, 11], the semiclassical 
Wentzel–Kramers–Brillouin (WKB) approxi-
mate solution of the wave equation was applied 
to problems of the transmission of electrons 
through potential barriers (Fig. 2, curve 3). 
In this case, the reflection coefficient can be 
described [10] by the expression

4

3 4
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E eV eV
=

+ +
Here all the energies are in electron-volts.
In a more accurate calculation the wave 

function outside the solid is described by 
degenerate hypergeometric functions, and the 
solution is obtained using numerical methods 
[12, 13] (Fig. 2, curve 4).

Thus the results of the most accurate 
estimations show that the quantum-mechanical 
coefficient of reflection at the surface potential 
barrier when Ek = 0 is a few percent (< 4.5 % 
for Cu), but other than unity.

B. Diffraction of Electrons at the Surface 
Potential Barrier

The Bragg reflection is often cited as the 
probable cause of the high reflection coeffi-
cient of the electrons incident on the surface 
[22]. This effect is possible if the electron with 
a certain energy and a direction has no allowed 
energy states within the solid. In this case, the 
electron cannot move inside and is to be re-
flected with a coefficient R = 1.

Theoretical description of such reflection 
in a one-dimensional model needs to take into 

account the periodicity of potential within the 
solid and the condition that the potential box 
with a flat bottom (see barrier 2 in Fig. 1) 
is replaced with a box (see barrier 3, ibid.) 
whose bottom is profiled with the same pe-
riodicity (the Bloch theorem) [14]. Theoreti-
cal calculations for tungsten performed by this 
means [15] brought out that Bragg reflection 
should not take place at any crystallographic 
orientation of the sample surface. Many other 
researchers have also found that Bragg reflec-
tion could not play a significant role for low-
energy electrons due to interference of Bloch 
waves in solids [22].

One more proof of the small value of the 
reflection coefficient at low energies is another 
diffraction effect, namely, periodic deviations 
from the Schottky law at high primary energies 
[16, 17]. The cause of this is that the electron 
waves are scattered both by the solid surface 
and by the maximum potential in vacuum. The 
distance between that maximum and that sur-
face depends on the external electric field value 
and is responsible for resulting interference of 
these two waves scattered [18]. A detailed the-
ory of this phenomenon [19–21] yielded good 
agreement with experiment, and in particular 
showed [22, 19] that the low-energy reflection 
coefficient is small and of the same order as the 
data of Ref. [13] (see curve 4 in Fig. 2).

Thus, the diffraction effects discussed above 
should not lead to a noticeable increase in the 
reflectivity of primary electrons at very low en-
ergies.

C. The Reflection from the Heterogeneous 
Surface (Fields of Patches)

The actual technological materials are, as a 
rule, polycrystalline (sometimes amorphous) and 
also their surface is always covered by adsorbate. 
This condition can cause the appearance of the 
surface areas with different work functions, and 
the contact potential difference arises between 
them. In certain situations, these contact 
fields (so-called «fields of patches») can lead 
to a substantial increase of electron reflection 
from inhomogeneous surface. This matter 
was discussed in detail by C. Herring and  
M.H. Nichols [22] who discovered that in the 
worst case, the maximum reflectivity at low 
energies did not exceed 60 %.

(3)

(4)
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D. Backscattering in Volume of Solids
Additional contribution to the elastic 

reflection is caused by electrons scattered inside 
a solid target. Incident primary electrons are 
accelerated by the surface potential barrier to 
the value 

Es = Ek + EF + eφ = Ek  + eVi

(see Fig. 1) and then they penetrate the solid 
target as deep as 50 – 100 Å [23, 24]. Electrons 
lose their energy in that act, produce secondary 
electrons, and are also elastically scattered 
by atoms of the solid. This scattering can be 
described as a spherical electron wave, which is 
usually expanded in series of spherical functions 
(Legendre polynomials) Pl (l = 0, 1, 2, …) [25]. 
Each term of this series describes the partial 
wave with angular momentum 

( 1),2
h l l +π

where h is the Planck constant.
At Ek   <  10 eV the wavelength λ of the 

electron  is much greater than the interatomic 
distance reff :

,
2 2 eff

h
r

p
λ

= >>
π π

where p is an electron momentum.
It means that the product of momentum 

and effective radius that determines the angular 
momentum should be subject to the inequality

ħ >> preff = ħ[l(l + 1)]1/2,

that could be satisfied only when l = 0. 
Thus, only one zero term remains in the 

series expansion (so-called s-scattering). It is 
an isotropic one, its cross-section is determined 
by the atomic number of scattering atoms and 
does not depend on energy. Then only a half 
of electrons elastically scattered are scattered 
by an angle of more than π/2 (back-scattered 
electrons). These electrons also undergo the 
elastic and inelastic scattering on their way back 
to the surface, and only their small fraction 
reaches the surface with an initial energy 
Es  ≥   eVi . When an electron passes through 
the surface potential barrier in vacuum, only 
the electron momentum component normal to 
the surface changes whereas the parallel one 
does not. Therefore, if an electron has small 
kinetic energy Ek in vacuum, this electron 

cannot overcome the potential barrier after 
scattering on atoms unless it scattered exactly 
backward by 180°.  In the limit Ek  → 0, the 
contribution of these back-scattered electrons 
to the total elastic reflection tends to zero 
(not to unity). Thus, this process also does not 
increase the elastic reflection up to a full 100 
percent reflection with the kinetic energy of the 
electrons in vacuum decreasing to zero.

E. True Secondary Electron Emission
It is commonly accepted [7] that the 

total secondary electron yield σ is only a sum 
of true secondary emission coefficient δ and 
the coefficient R of elastic reflection when 
the primary electrons energy is less than 50 
eV (electrons back-scattered inelastically are 
ignored). The penetration depth of primary 
electrons with very low energies Ek into a 
solid is much smaller than the escape depth of 
secondary electrons excited inside, and because 
of this fact all such electrons can escape into 
vacuum with some probability P depending on 
the properties of the target material. Then

 at 0,K i
k s i

E eV
P E E eV

E
+

δ = = − ≥
∆

where ∆E is an average energy needed to excite 
one secondary electron.

Thus δ → 0 at Ek  → 0, and total secondary 
yield is determined by reflection coefficient 
only.

In summary, the correct theoretical 
description of the secondary electron emission 
in the limit of very low energy reveals that the 
total secondary electron yield does not exceed 
60 % and its value is much less in most cases.

III. Experimental Considerations  
of the Secondary Electron Emission Yield  

at Very Low Energy

A. Specific Features and Challenges  
of Secondary Emission Measurements

Experimental measurements at low incident 
electron energy, below 1 eV, are extremely 
challenging. It is very difficult (if at all possible 
in the present day) to produce a collimated 
aligned electron beam at such low energy. 
Another problem is that a monochromatic 
electron beam is required to obtain the correct 
experimental data at these energies. In the 
current state of the art a technique of obtaining 

(5)

(6)

(7)
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electron beams with the energy spread about 
10 meV is being developed; it is used in High-
Resolution Electron-Energy-Loss Spectroscopy 
(HREELS) [26 – 28], but at higher energies 
of primary electrons (a few electron-volts). 
In addition, this method allows making only 
relative, not absolute estimates of the number 
of secondary electrons.

For this reason, electron thermionic guns 
without a monochromator are commonly used 
in experiments to determine SEE yield at very 
low energies [1]. These guns have a rather 
broad electron energy spread (a full-width at 
half maximum (FWHM) is of 0.5 eV at best) 
which is not negligible with respect to electron 
energy. This calls into question the experimental 
data obtained at lower energies. In addition the 
true energy of primary electrons arriving at the 
surface of the sample is determined not only by 
the potential difference between the cathode of 
the gun and the surface but also by the contact 
potential difference between them.

Two basic approaches to such measurements 
have been developed. The first one (hereafter 
referred to as method 1) is to create an 
electron-optical system for the electron gun 
to be stable at energies of 2–5 eV with the 
proper neutralization effect of parasitic electric 
and magnetic fields [7]. In another approach 
(method 2), the accelerating voltage of the 
electron gun is kept constant (30 V in Ref. 
[3]) and the incident energy is decreased by 
an increase of the negative bias of the sample 
instead of a decrease of the nominal beam 
energy. Such a bias leads to constant potential 
surfaces in the vacuum gap on which the incident 
electrons may be totally reflected and then 
collected without any contact with the sample 
surface [1]. It may be wrongly interpreted as an 
increase of the reflection coefficient from the 
solid to unity whereas the energy of primary 
electrons tends to zero.

A similar experimental setup is commonly 
used to measure a contact potential difference 
between a cathode and a target with the help 
of an electron beam (so-called «the Anderson 
method» [29–31]). In this case it is very 
important that the primary electrons moving to 
the target in the nonuniform retarding electric 
field have to cross its field lines strictly normal 

to them all along their way. If this condition is 
not satisfied electrons deviate from the initial 
trajectory and acquire a velocity component vtang 
parallel to the sample surface. Correspondingly, 
the normal component vx should be reduced 
as well. As a result, the initial part of the 
dependence of the measured secondary 
emission current from retarding voltage (so-
called «retarding curve») could expand up to 
several electron-volts because of the spread of 
vx in the primary electron beam.

It is difficult to say anything with certainty 
without knowing the details of the experimental 
adjustment position of the electron beam at 
the sample surface in Ref. [3], but the effect 
mentioned above might well be one of the 
probable causes of the increase of the electron 
reflection to unity and a rather broad initial 
part of the curve 1 in Fig. 3. For comparison, 
this figure shows the results (obtained earlier 
by method 1) for the copper film deposited and 
heated in vacuum [32] (see curve 2 in Fig. 3).

It is evident from Fig. 3 that there is 
sufficiently good agreement between two 

Fig. 3. Experimental total secondary electron 
emission yield of Cu as a function of low primary 

electron energy Ek , obtained by methods 1 (1) [32] 
and 2 (2) [3]; 

samples were heated in vacuum, room temperature (1); 
were fully scrubbed, T = 10 K (2)
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data sets for Ek > 10 eV, but there are drastic 
differences for Ek < 10 eV. However, the data of 
Ref. [3] were taken for a cryogenically cooled 
target whereas data of Ref. [32] were taken at 
normal conditions. But we do not know now 
any convincing arguments why this might lead 
to such a significant difference in the results.

To conclude this brief overview of the ex-
perimental challenges of measuring secondary 
emission at very low energies we should once 
again remind that method 2, which is used in 
most of the works of our time, is very sensitive 
to all kinds of inaccuracies in the tuning of the 
experimental equipment. For this reason, there 
is a very large discrepancy in the experimen-
tal data of different researchers. For example, 
making use of such approach authors of Ref. 
[33] reported a reflection coefficient of 40 % 
whereas authors of Ref. [34] reported a reflec-
tion coefficient of 100 %.

Therefore, to compare theory with experi-

mental data, it is preferable to use the results ob-
tained without the deceleration of electrons on 
the way from the gun to the sample (method 1).  
Some of the similar results will be presented in 
the next section as an example.

B. Experimental Data on the SEE Yield  
of Some Materials at Low Primary Energies

Most measurements of secondary emission of 
various materials using low-voltage electron guns 
(method 1, Ek > 2 eV) were made in the middle 
of the last century in the former Soviet Union 
(e. g. [7, 35–38 and others]). A very large part 
of these measurements (though not all of them) 
was made by the research team of Professor 
I.M. Bronstein, who was then known as the 
“Mendeleev of secondary emission” [39].

For illustration the measurement results for 
secondary emission properties of some materials 
at low primary energies are given in Fig. 4.

Similar results were also obtained for 

Fig. 4. Experimental data on total SEE yield (a) and reflectivity (b) as a function of low primary 
energies for MgO (1) [38], Au (2), Ag (3), Al (5), Ni (6) [32, 35] and Ta (4) [36] samples, 

subjected to thermal cleaning in vacuum

а) b)
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other materials such as Mo [36], Pt and single 
crystals of Cu [40] and Ge [40, 41], number of 
refractory metals and alloys [42], different faces 
of a W single crystal [43, 44], some oxides [45] 
and alkali-halide compounds [46–48], and that 
is not a complete list of earlier publications.

Nevertheless, no one received then any 
reliable experimental evidence that SEE yield 
tends to increase up to unity at Ek  <  2 eV.

Another problem seeing a rebirth of interest 
nowadays [1, 2 – 4, 49] is the influence of 
surface contamination, adsorbates and previous 
pre-treatment of the sample surface on 
secondary emission at low energies.

This question was also highlighted in 
the past when it was shown that the surface 
cleanliness was a key factor of correct SEE 
yield measurement at low energies and that all 
untreated metals were characterized by their 
very similar dependences on primary energy 
[7].

Experimental results dealing with the change 
of secondary emission properties of tantalum in 

the process of thermal cleaning in vacuum are 
presented as an example in Fig. 5.

At the same time the SEE yield of 
contaminated surfaces is always less than unity 
when primary energies are low although its 
value is usually significantly higher than that of 
the samples subjected to vacuum cleaning.

Thus a lot of experimental data do not 
support the hypothesis that the total SEE yield 
should tend to unity when the energy tends to 
zero.

IV. Conclusion

In summary, we have presented an analy-
sis of some theoretical and instrumental prob-
lems which arise when the energy of primary 
electrons striking the sample is very low. It has 
been demonstrated that the theoretical model 
in Refs. [1, 3] is too simplified and leads to 
an incorrect conclusion about increasing sec-
ondary emission yield up to unity in the lim-
it of very low-energy primary electrons. This 
conclusion is supported by numerous previous 
experimental studies of secondary emission 
properties of various materials at low electron 
energies which have shown that in most cases 
the value of this coefficient should not exceed 
a few percent at energies below 1 eV. Therefore 
we do not see satisfactory arguments in favour 
of the statement that closeness to unity of sec-
ondary emission coefficient at low energies is 
the main origin of electron clouds in different 
plasma systems.

Unfortunately, a lot of present-day physi-
cists are not very familiar with the theoretical 
and experimental results obtained at the begin-
ning of the last century. This publication is try-
ing to remind everyone these results and recall 
that we should not once again “reinvent the 
wheel”, since it does not always lead to the de-
sired results. “The new is well-forgotten old”.
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Роль внутриклеточного кальция  
в развитии патогенеза болезни Альцгеймера

Данная статья является обзорной и содержит краткое описание современ-
ного состояния исследований в области изучения болезни Альцгеймера (БА). 
Особое внимание уделяется кальциевой гипотезе развития БА, которая наби-
рает все больше сторонников и является альтернативной по отношению к до-
минирующей амилоидной гипотезе. На основании опубликованных и пред-
варительных данных выносится предположение о возможном патологическом 
пути, имеющем место при БА.

болезнь Альцгеймера, кальций, дендритный шипик, синапс, двухфо-
тонная микроскопия.

Введение

Болезнь Альцгеймера (БА) является 
наиболее распространенной формой про-
грессирующей деменции у людей пожилого 
возраста. В настоящее время в странах Ев-
росоюза деменция наблюдается более чем 
у шести миллионов человек, при этом БА 
встречается у каждого двадцатого европейца 
в возрасте старше 65 лет. На фоне растуще-
го во всем мире числа людей, страдающих 
БА, растет и объем средств, выделяемых на 
борьбу с ней (более 604 млрд. дол. США в 
год (данные ВОЗ за 2012 год) тратится во 
всем мире). По мнению исследователей, к 
2040 году эти показатели вдвое увеличат-
ся в странах Западной Европы и втрое – 
в странах Восточной. При этом истинное 
количество людей, которых коснулось за-
болевание, значительно превышает приве-
денные статистические данные. 

Согласно исследованиям, проведенным 
Центром психического здоровья Россий-
ской академии медицинских наук, распро-
страненность БА в нашей стране пример-
но такая же, как на Западе. После 70 лет  
старческим слабоумием страдают 4,6 % лю-
дей, после 80 лет – 16 – 18 %. Если учи-

тывать, что поколение, рожденное в конце 
40-х – начале 50-х годов ХХ века (поко-
ление «бэби-бума») интенсивно стареет, то 
нетрудно предсказать, что БА продолжит 
разрушать жизнь многих людей. В этой 
связи разработка эффективной терапии БА 
становится приоритетом номер один совре-
менной фарминдустрии.

Однако невозможно разработать ле-
карство, не понимая фундаментальных 
механизмов, приводящих к тем или иным 
нарушениям при различных нейродегенера-
тивных заболеваниях. Несмотря на то, что 
БА изучают уже более ста лет, до сих пор не-
известны причины возникновения данной 
патологии. Кроме того, изучение болезни 
Альцгеймера осложняется наличием двух 
ее форм: первая (95 % и более случаев) –  
спорадическая (СБА), для возникновения 
которой основным фактором риска явля-
ется преклонный возраст (старше 70 лет); 
вторая (1 – 2 % случаев) – наследственная, 
или генетическая форма (НБА), вызываемая 
миссенс-мутациями в белках-пресенилинах 
(ПС) и белке-предшественнике амилоида 
(APP). Белки-пресенилины входят в со-
став протеазного комплекса, выполняюще-
го функцию гамма-секретазы. Нарушение 
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указанной функции вызывает неправильное 
расщепление АРР и образование коротких 
фрагментов бета-амилоидного (Аb) белка, 
входящих в состав патогенных бляшек, об-
разующихся при БА.

Доминирующие гипотезы возникновения  
и развития БА

Существуют две доминирующие гипоте-
зы возникновения и развития БА.

Первая – «амилоидная» утверждает, что 
повышенная экспрессия амилоидогенной 
формы пептида Ab42 (другими словами, 
повышенное отношение Ab42/Ab40) явля-
ется основной причиной смерти нейронов 
и синаптической потери при БА [1]. Дан-
ная гипотеза подтверждается следующими 
наблюдениями: в образцах головного мозга 
пациентов с БА происходит аккумуляция 
амилоидных бляшек, основным компо-
нентом которых является Ab42; причинами 
НБА являются миссенс-мутации в белке-
предшественнике амилоида (АРР), а так-
же мутации в белках-пресенилинах, кото-
рые образуют каталитическую субъединицу 
гамма-секретазы (фермента, разрезающего 
АРР). 

К сожалению, все попытки по исполь-
зованию антиамилоидной терапии для ле-
чения пациентов с БА не увенчались успе-
хом. Таким образом, становится очевидной 
необходимость поиска эффективных мето-
дов лечения этой болезни, выходящих за 
рамки Ab-гипотезы [2].

Вторая гипотеза – «кальциевый дис-
гомеостаз БА» – которой, как попутно 
отметим, придерживается наша лаборато-
рия, указывает на нарушенную кальциевую 
(Ca2+) сигнализацию в эндоплазматическом 
ретикулуме (ЭР), особенно, когда в этот 
дисгомеостаз вовлечены мутации в белках-
пресенилинах (ПС) [3, 4]. Сохранение вну-
триклеточного гомеостаза Ca2+ имеет важ-
ное значение для функции нейронов, их 
выживания и является основным компо-
нентом синаптической передачи [5].

Связь между патогенезом БА и Ca2+ была 
выявлена в работе Н. Ариспе с сотрудника-
ми, где было обнаружено, что Ab-олигомеры 
способны встраиваться в мембрану клетки, 

образуя Ca2+-пропускающие каналы [6]. 
Было показано, что в условиях недостатка 
энергии, в клетках происходит экспозиция 
фосфатидилсерина на их поверхностях, что, 
в свою очередь, увеличивает способность 
Ab связываться с клеточной мембраной [7]. 
Возрастные изменения в митохондрии мо-
гут приводить к увеличению мембранных 
фосфатидилсеринов в нейронах, поражен-
ных БА, и способствовать образованию 
Ab-содержащих пор, входу Ca2+ в клетки и 
смерти нейронов. В частности, нейроны с 
дефицитом в цитозольном АТР и большим 
количеством мембранных фосфатидилсе-
ринов проявляют повышенную чувстви-
тельность к токсичности бета-амилоидного 
белка [8]. Способность Ab-олигомеров об-
разовывать Ca2+-пропускающие каналы со-
гласуется с недавними исследованиями по 
регистрации Ca2+ in vivo в АРР-трансгенных 
мышах [9]. Данные исследования показали, 
что концентрация Ca2+ в состоянии покоя 
повышена в 35 % нейритов, находящихся в 
непосредственной близости от Ab-бляшек. 
В нейритах с повышенным содержанием 
внутриклеточного Ca2+ количество шипи-
ков снижено, а также нарушена их морфо-
логия [9]. Помимо прямого воздействия Ab 
на Ca2+- пропускную активность плазма-
тической мембраны, Ab-олигомеры также 
оказывают существенное влияние на ней-
роный Ca2+-гомеостаз посредством изме-
нения активности NMDA-рецепторов [10, 
11], АМРА- рецепторов [12] и потенциал-
зависимых каналов Ca2+ типа P/Q [13].

Другая потенциальная связь между 
Ca2+-сигналингом и БА прослеживается 
при анализе наблюдаемых фактов: многие 
НБА-ассоциированные мутации в белках-
пресенилинах вызывают нарушения в Ca2+-
гомеостазе нейронов. Связь между пресени-
линами и Ca2+-сигналингом впервые была 
обнаружена в фибробластах пациентов с 
НБА. Было показано, что фибробласты этих 
пациентов выделяют огромное количество 
Ca2+ в ответ на воздействие инозитолтрифос-
фатом (IP3) [14]. Аналогичные данные были 
получены в экспериментах с использовани-
ем клеток, экспрессирующих пресенилины 
с НБА-ассоциированными мутациями [15], 
и с использованием кортикальных нейро-
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нов от трансгенных мышей со встроенны-
ми в определенный локус генома (knock in) 
НБА-мутантными пресенилинами [16, 17]. 
Для объяснения наблюдаемых результатов 
было сделано предположение, что мутант-
ные пресенилины либо нарушают работу 
депо-управляемого входа Ca2+ [18, 19], уве-
личивают активность и/или экспрессию 
внутриклеточных Ca2+-высвобождающих ка- 
налов, таких как рианодиновые рецепто-
ры (RyanR) [17, 20, 21] и IP3-рецепторы  
[22, 23], либо влияют на функцию сарко-
плазматической и эндоплазматической 
кальциевой АТФазы (SERCA) (помпы, на-
качивающей ЭР Ca2+) [24].

Работа нашей лаборатории была до сих 
пор сконцентрирована на собственном от-
крытии, согласно которому пресенили-
ны, в дополнение к классической гамма-
секретазной функции, проявляют функцию 
каналов утечки Ca2+ из ЭР [25]. В серии из 
пяти недавних публикаций мы представили 
экспериментальные подтверждения нашей 
гипотезы; было установлено, что пресени-
лины выполняют роль пассивных каналов 
утечки кальция из ЭР, а некоторые НБА-
ассоциированные мутации нарушают дан-
ную функцию пресенилинов, вызывая тем 
самым переполнение ЭР Ca2+ [25–29]. 

Наша гипотеза была незамедлитель-
но оспорена, в частности американской 
группой, возглавляемой профессором Уни-
верситета Пенсильвании Фоскетом (Kevin 
Foskett). Они утверждали, что пресенилины 
не способны образовывать поры и не могут 
выступать в качестве ионных каналов [23, 
30]. Мы обнаружили несколько довольно 
грубых экспериментальных и технических 
ошибок, допущенных авторами при вы-
полнении работы, о чем незамедлительно 
сообщили [31] в ответе на данную публи-
кацию. Независимые экспериментальные 
подтверждения функции пресенелинов в 
качестве каналов утечки Ca2+ начали на-
бирать свою силу [32], и недавняя беспри-
страстная работа по изучению модуляторов 
внутриклеточного Ca2+-гомеостаза показала 
ключевую роль пресенилинов в осуществле-
нии выхода Ca2+ из ЭР [33]. Самое главное 
открытие – существование большого от-
верстия, проходящего сквозь всю структуру 

белка, – было обнаружено совсем недав-
но в кристаллической структуре высокого 
разрешения гомолога пресенилина PSH1 
у архей [34]. Авторы отметили, что данное 
отверстие обладает размером, достаточным 
для пропускания небольших ионов [34]. 
Эти результаты обеспечивают сильное и не-
зависимое подтверждение гипотезы пресе-
нилинов как каналов утечки. Мы надеемся, 
что существующее расхождение во мнениях 
с коллегами вскоре будет преодолено. Тем 
не менее, требуется сделать еще многое для 
того, чтобы окончательно подтвердить роль 
пресенилинов как каналов утечки Ca2+ из 
ЭР. Однако наша работа не фокусируется 
на дальнейшем исследовании пресенили-
нов как каналов утечки, а направлена на 
изучение физиологической и патофизиоло-
гической ролей нарушенного нейронного 
Ca2+-сигналинга в ЭР, возникающего при 
болезни Альцгеймера.

Известно, что на ранних стадиях болез-
ни, еще до появления токсичных амилоид-
ных бляшек, происходит потеря синапсов 
в нейронах пациентов с  БА. Синапс – это 
ключевое звено для осуществления ней-
ротрансмиссии или передачи электрохи-
мических сигналов от пресинаптического 
партнера к постсинаптическому участнику. 
Основными функциями нейрона являют-
ся передача, обработка, анализ и хранение 
информации. Для осуществления пере-
численных функций нейрону необходимо 
«общаться» с окружающими его другими 
нервными клетками. Таким образом, ней-
рон с нарушенной системой контактов не 
способен выполнять свое предназначение 
и в конечном итоге погибает. Так назы-
ваемое «общение нейронов» происходит 
посредством синапсов, поэтому глубокое 
понимание механизмов, регулирующих 
формирование, стабильность и потерю си-
напсов, составляет фундаментальную про-
блему нейробиологии. В настоящее время 
мы ищем ответ на вопрос, каким образом 
нарушенный кальциевый сигналинг при БА 
вызывает потерю синапсов. Мы полагаем, 
что изменения происходят в постсинапти-
ческой терминали синапса – дендритном 
шипике нейрона. В частности, снижается 
депо-управляемый вход кальция в нейро-
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ны, который необходим для поддержания 
стабильности шипиков и соответственно 
синапсов. Мы считаем, что восстановление 
депо-управляемого входа кальция (напри-
мер, с помощью искусственного введения 
недостающего белка в клетки с помощью 
адено- или лентивирусов) поможет восста-
новить стабильность шипиков и поможет 
улучшить когнитивные нарушения в жи-
вотных моделях БА.

Гипотеза специфичной элиминации  
грибовидных шипиков с поверхности  

дендритов при БА

Синаптическая пластичность, или, дру-
гими словами, молекулярные и структур-
ные изменения, приводящие к усилению 
или ослаблению нейротрансмиссии в ответ 
на нейронную активность, играет важную 
роль в формировании и сохранении памя-
ти. Дендритные шипики считаются струк-
турной основой для формирования процес-
сов обучения и памяти [35, 36]. Кальциевый 
сигналинг в шипиковых структурах проис-
ходит относительно обособленно от Ca2+-
сигналинга, происходящего в дендритах и 
теле нейрона; поэтому считается, что каж-
дый шипик функционирует как отдельный 
узел сигналинга [35, 37, 38]. Основываясь 
на соотношении размеров головки шипи-
ка и его шейки, морфологически выделяют 

три группы шипиков: грибовидные, тонкие 
и пеньковые. Грибовидные обладают боль-
шой головкой и тонкой шейкой, тонкие 
имеют маленькую головку и узкую шейку, 
пеньковые же шипики не имеют очевид-
ных различий между размерами головок 
и соединениями с дендритными стеблями 
[35, 36] (рис. 1). Анализ морфологии ши-
пиков осуществляется нами с помощью 
программы NeuronStudio (NIH) при сле-
дующих значениях параметров програм-
мы:  соотношение ширины и высоты го-
ловки для тонких шипиков не превышает 
2,5 (AR_thin(crit) = 2,5); отношение диаме-
тра головки шипика к диаметру шейки для 
грибовидных шипиков должно быть более 
1,3 (HNR(crit) = 1,3); диметр головки для 
грибовидных шипиков должен быть более 
0,15 мкм (HD(crit) = 0,15) [39]. 

Было показано, что дендритные шипи-
ки имеют свойство стабилизировать свою 
структуру в процессе взросления [40], тем 
не менее их небольшая доля продолжа-
ет изменяться во взрослом мозге [40–42]. 
Кроме того, было обнаружено, что не-
устойчивыми являются тонкие шипики, 
которые появляются и исчезают в течение 
нескольких дней; тогда как грибовидные 
могут оставаться стабильными на протяже-
нии месяцев [40, 41]. Грибовидные шипи-
ки обладают большей постсинаптической 

а)

б)

Рис. 1. Морфология дендритных шипиков нейрона  
в гиппокампе трансгенной мыши линии М (JaxLab # 007788):  
а, б – микрофотография нейрона и ее увеличенный фрагмент;  

1, 2, 3 – представители соответственно грибовидной, тонкой и пеньковой групп шипиков; 
1-1, 1-2 – головка и шейка грибовидного шипика. Увеличение в 2000 (а) и 6000 (б) раз



Биофизика и медицинская физика

83

плотностью, которая удерживает большее 
число AMPA-глутаматных рецепторов, тем 
самым делая такие синапсы функциональ-
но сильнее [43–46]. Они же чаще, чем тон-
кие шипики, содержат эндоплазматический 
ретикулум, который способен локально ре-
гулировать концентрацию Ca2+ [47]. Кроме 
того, шипики, обладающие большими си-
напсами, чаще содержат полирибосомы, 
необходимые для локального белкового 
синтеза [48]. Более того, для больших, но 
не маленьких, шипиков характерен периси-
наптический астроглиальный процесс, ко-
торый способен обеспечить синаптическую 
стабильность, а также регулировать уровень 
глутамата и других нейротрансмиттеров 
[49, 50]. Эти отличительные свойства гри-
бовидных шипиков наводят на мысль, что 
они являются устойчивыми структурами, 
ответственными за хранение информации, 
т. е. за память [35]. В противоположность 
грибовидным, тонкие шипики образуются 
или исчезают сравнительно быстро в от-
вет на различный уровень синаптической 
активности [51, 52]. Они имеют меньшую 
постсинаптическую плотность, которая со-
держит NMDA-рецепторы, но значительно 
меньшее число AMPA-рецепторов, делая 
их готовыми к увеличению синаптической 
передачи только после добавления порции 
AMPA-рецепторов [43–46]. Тонкие шипи-
ки представляют собой гибкие структуры, 
способные как увеличиваться в размерах 
и становиться стабильными, так и сокра-
щаться в размерах и исчезать, в зависимо-
сти от того сигнала, возбуждающего либо 
ингибирующего, который они получат  
[35, 40, 41]. Таким образом, с учетом опи-
санных свойств тонких шипиков, мы пред-
положили, что эти структуры принимают 
участие в процессе обучения и являются 
физическими субстратами для «записи но-
вой информации», т. е. для формирования 
новой памяти [35, 53]. Принимая во внима-
ние важную роль шипиков в записи и хра-
нении информации, т. е. в формировании и 
сохранении памяти, некоторые исследова-
тели провели соответствующие изыскания 
и обнаружили значительные отклонения 
в количестве шипиков и их морфологии у 
пациентов, страдающих теми или иными 

Рис. 2. Схематическое представление  
кальциевой гипотезы развития болезни  

Альцгеймера: а – грибовидный шипик в норме, 
б – он же, уменьшенный  при старении  
организма либо наследственной болезни;  
в – элиминация шипика с поверхности  

дендрита в заключительной стадии заболевания.  
Стрелки указывают пути входа (выхода) ионов каль-

ция; 1 – депо-управляемый вход Са2+,  
2 – рианодиновый рецептор, 3 – саркоплазматиче-

ская и эндоплазматическая кальциевая АТФаза,  
4 – пресенилины, 5 – цитозоль, 6 – эндоплазамати-

ческий ретикулум Са2+

а)

б)

в)
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неврологическими и психическими заболе-
ваниями [54], а также у лиц преклонного 
возраста [55]. На основе  опубликованных 
данных и научных результатов, полученных 
в нашей лаборатории, мы (и другие группы 
исследователей) предположили, что грибо-
видные шипики претерпевают максималь-
ные изменения в течение патогенеза БА и 
в конечном итоге исчезают с поверхности 
дендритов, а этим и объясняется потеря 
памяти у лиц, страдающих болезнью Аль-
цгеймера [56–58]. 

Итак, приводим краткую формулировку 
предлагаемой гипотезы (рис. 2).

Увеличение концентрации ионов Са2+ 
в эндоплазматическом ретикулуме ней-
рона, вызванное мутациями в белках-
пресенилинах и/или возрастными измене-
ниями, снижают стабильность грибовидных 
шипиков, вызывая когнитивные расстрой-
ства, наблюдаемые при болезни Альцгей-
мера.

Если формулировать развитие пато-
логического процесса более подробно, то 
следует подчеркнуть, что у здоровых людей 
все кальциевые каналы грибовидного ши-
пика присутствуют и обеспечивают под-
держание внутриклеточного кальциевого 
гомеостаза. У больных, страдающих болез-

нью Альцгеймера, шипики претерпевают 
изменения. НБА-ассоциированные мута-
ции в пресенилинах нарушают функцию 
пресенилинов как каналов утечки Са2+ из 
эндоплазматического ретикулума. Это при-
водит к переполнению Са2+ в ЭР (рис. 2, б).  
В качестве компенсаторного механизма 
клетки увеличивают экспрессию рианоди-
новых рецепторов и снижают активность 
депо-управляемого входа Са2+. Такие изме-
нения вызывают при болезни Альцгейме-
ра сужение головки шипика и постепенно 
приводят к его элиминации с поверхности 
дендрита в головном мозге (рис. 2, в). 

Гипотезу специфичной элиминации 
грибовидных шипиков с поверхности ден-
дритов при БА мы подробно опубликовали 
в нашем недавнем обзоре [56]. 
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CALCIUM IN THE DEVELOPMENT OF ALZHEIMER DISEASE PATHOGENESIS. 

This article is a review and contains a brief description of the current state of research in the field of 
AD. The special attention is paid to the calcium hypothesis of AD, which is getting more popular and is an 
alternative hypothesis in relation to the dominant amyloid hypothesis of AD. The assumption of possible 
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АЛГОРИТМ РЕАЛИЗАЦИИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ОПТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ АНАЛИЗА СОСТОЯНИЙ БИОДИСПЕРСИЙ 

Статья посвящена разработке и практической апробации экспериментально-
параметрических оптических методов определения и сравнения состояния 
жидких биологических дисперсных систем на базе многопараметрического 
оптического анализа.

МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ, ОПТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ, БИОЛОГИЧЕСКИЕ 
ДИСПЕРСИИ.

Постановка задачи

В данной статье представлен обзор наших 
последних результатов разработки и прак-
тической апробации экспериментально-
параметрических оптических методов опре-
деления и сравнения состояния жидких 
биологических дисперсных систем на базе 
многопараметрического оптического ана-
лиза [1–17]. Такой подход можно реализо-
вать с помощью универсальной установки, 
содержащей соответствующие лазеры в ка-
честве источников излучения.

Излучение лазера (независимо от типа 
и конкретных технических данных) явля-
ется в той или иной степени монохрома-
тическим, когерентным, поляризованным 
и направленным (коллимированным), а 
также, что очень важно, вариабельным по 
мощности и интенсивности воздействия. 
Это и определило чрезвычайно широкое 
применение лазеров в самых различных 
областях деятельности человека. Вышепе-
речисленные свойства лазерного луча осо-
бенно существенны для использования в 
биомедицинской диагностике и терапии, 
если рассматривать различные варианты 
соотношений оптических свойств биообъ-
ектов и контролируемых особенностей ла-
зерного луча. Между тем следует отметить, 
что описываемые в данной работе подходы 
можно  применять в установках или датчи-
ках, использующих не только лазеры, но и 
некогерентные источники излучений. Это 
может быть оправдано с технической точки 
зрения, но способно усложнить решение 
обратной оптической задачи с применени-

ем регуляризации.
Водные биологические дисперсные си-

стемы, или биодисперсии (БДС), – это био-
объекты, широко распространенные в при-
роде. К ним относятся все биологические 
жидкости человека и животных, а также 
многочисленные природные среды. Обоб-
щенно химический состав и дисперсную 
структуру  таких систем можно определить 
термином «состояние», а совокупность ка-
чественных и количественных показателей, 
его характеризующих, – термином «пара-
метры состояния».

К характерным особенностям водных 
биологических дисперсий следует отнести 
многочисленность параметров их состоя-
ния, нестабильность состояния во времени 
и при изменении физико-химических усло-
вий. В оптике дисперсных сред такие систе-
мы принято классифицировать как «плохо 
определенные»; для них затруднены расче-
ты характеристик с помощью точной теории 
Ми, применение подходов с регуляризацией, 
что  связано с неопределенностью размеров, 
формы, числа частиц и их относительного 
показателя преломления и т. п.

Сложность и изменчивость структуры 
БДС влекут за собой необходимость как 
контроля в режиме реального времени (on-
line), так и регулирования их состояния по 
принципу обратной связи. При этом на 
практике чаще всего не так важно знание 
абсолютных значений параметров состоя-
ния, например размеров частиц и их ассо-
циатов, как определение состояния систе-
мы в целом, а именно стабильности или 
динамики его изменения. 
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Перечисленные задачи должны решать-
ся с помощью простых, надежных, нераз-
рушающих, доступных, но при этом высо-
коинформативных методов анализа. К их 
числу можно отнести спектральные мето-
ды, реализуемые в оптическом диапазоне 
длин волн. 

Экспериментально-параметрические методы 
решения задачи

Показано [1–3], что водные биологи-
ческие дисперсии представляют собой, как 
правило, полидисперсные полимодальные 
поликомпонентные системы. Значения 
параметров состояния, характеризующих 
каждую моду, могут быть различными. На-
пример, на рис. 1 схематично продемон-
стрирована бикомпонентная тримодальная 
полидисперсная система, две моды которой 
характеризуют два вида частиц (например, 
клетки и сорбент), а третья – частицы сме-
шанного типа. Каждая мода имеет соответ-
ствующие средние значения: эффективного 
диаметра dэфф, числа частиц N, показателя 
преломления (при наличии поглощения ве-
личина m  – комплексная), удельной мут-
ности g, коэффициента рассеяния K и т. д. 
В условиях априорной неопределенности 
достаточно сложно интерпретировать дан-
ную систему подбором адекватной матема-
тической модели. 

Модельные эксперименты по решению 
прямых и обратных оптических задач были 
выполнены с водными дисперсиями ани-
зодиаметрических частиц, причем были 
отобраны как однокомпонентные, так и 
бикомпонентные экземпляры. В первом 
случае это были клетки E.coli (вытянутые 
эллипсоиды, фактор формы – 3) и частицы 
природного сорбента каолинита (сплюсну-
тые эллипсоиды, фактор формы – 7), а во 
втором – смесь клеток с каолинитом.

Сложность структуры и состава данных 
модельных систем была подтверждена экс-
периментально. Для дисперсии клеток E.coli  
в питательной среде, находящихся в экспо-
ненциальной фазе роста (рис. 2), было по-
лучено бимодальное распределение частиц 
дисперсной фазы по размерам (методика 
приведена  в авторском свидетельстве [4]).

Распределения частиц дисперсной фазы 
по размерам, полученные по данным раз-
ных методов для водных дисперсий као-
линита, представлены на рис. 3. Анализ 
результатов показал, что, в силу присущих 
каждому методу ограничений, сложно по-
лучить одинаковые по виду распределения 
частиц по размерам (данные различных ме-
тодов лишь дополняют друг друга). Хоро-
шее совпадение кривых наблюдалось при 
обработке данных метода спектротурбиди-
метрии [18] в сочетании с седиментацией и 
метода динамического светорассеяния.

Рис. 1. Схематическое графическое  
представление полидисперсной полимодальной  

поликомпонентной дисперсной системы;  
Nотн. – относительное число частиц, нормированное 
на максимальное по всем модам среднее  значение 

числа частиц; dэфф – эффективный диаметр частицы. 
Каждый максимум (1, 2, 3) характеризуется набором 

параметров: dэффi, Ni, mi, gi , Ki , где i  = 1, 2, 3

Рис. 2. Пример экспериментально  
полученного распределения частиц  

по размерам для дисперсии клеток E.coli  
в экспоненциальной фазе роста;  

2b – размер большой оси эллипсоида [4]; Nотн. –  
относительное число частиц, нормированное  

на максимальное значение (см. подпись под рис. 1)
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Рис. 4 демонстрирует бимодальное рас-
пределение частиц по электрофоретической 
подвижности (данные микроэлектрофоре-
за) в бикомпонентных системах.

Использование при решении обратных 
задач светорассеяния априорной модели 
(независимые рассеиватели) в случае взаи-
модействия частиц в бикомпонентных си-
стемах (клетки + каолинит) приводило к 
расхождению экспериментальных данных 
с результатами расчетов (см., например,  
рис. 5), что может свидетельствовать о вза-
имодействии частиц (как и данные микро-
электрофореза на рис. 4).

Анализ результатов экспериментов с 
модельными водными биологическими 
дисперсиями позволил сделать следующие 
заключения: 

разные методы анализа, в том числе «не-
возмущающие» оптические, дают различ-
ную взаимодополняющую информацию, но 
ни один из них не является абсолютным; 

решение прямых и обратных оптических 
задач с регуляризацией может приводить к 
расхождению расчетных данных с экспери-
ментальными;

многопараметрический подход, вклю-
чающий измерения интегрального осла-
бления света, спектров флуоресценции при 
разных длинах волн возбуждения, диффе-

ренциального статического и динамическо-
го светорассеяния для набора углов и т. п., 
применим как один из путей повышения 
информативности оптических методов для 
экспресс-диагностики сложных дисперсных 
систем (аналогией может служить извест-
ный в математике принцип соответствия 
числа уравнений числу неизвестных). При 
таком подходе (с использованием оптиче-

Рис. 3. Распределения частиц по размерам, по-
лученные по данным различных методов [7]:  
1 – сочетание спектротурбидиметрии и седимента-

ции [4]; 2 – динамическое рассеяние света,  
3 – седиментационный анализ, 4 – световая  

микроскопия, 5 – счетчик Коултера, Мi – масса  
частиц со средним диаметром di, Mmax – максималь-

ная масса частиц из всех частиц со средним  
диаметром di 

Рис. 4. Распределение частиц дисперсных 
систем по электрофоретической подвижности 

(данные микроэлектрофореза) [8]:  
1 – водная дисперсия каолинита, 2 – дисперсия  
клеток E.coli (штамм АВ 1157), 3 – смешанная  

дисперсия в исходных концентрациях, Ni – число 
частиц с подвижностью Ui , Nmax – максимальное 
число частиц из всех частиц с подвижностью Ui 

Рис. 5. Сравнение экспериментальных 
данных (1) с расчетными (2) в приближении 
независимых рассеивателей для смешанных 

дисперсных систем клеток кишечной палочки 
E.coli, штамм 803-8 (3) и каолинита (4)  

в случае, когда между частицами сорбента 
и клетками есть взаимодействие; n(500) – 
волновой экспонент [18], Pr  – вероятность  
распределения признака, в данном случае  

параметра второго класса – n(500)
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ских параметров второго класса) полиди-
сперсность и полимодальность не являются 
препятствием для решения задач класси-
фикации состояния дисперсных систем; 

для анализа состояния БДС, рассеиваю-
щих свет, информативными могут быть, в 
частности, такие параметры, как волновой 
экспонент для разных спектральных ин-
тервалов n(λср), определенный при разных 
углах апертуры фотоприемника γ (спек-
троскопия интегрального ослабления све-
та); различные параметры диссимметрии 
индикатрисы при разных углах рассеяния  
I(Ө1) / I(Ө2) и при разной поляризации па-
дающего света (спектроскопия дифферен-
циального светорассеяния).

На базе перечисленных результатов 
предлагаются методы исследования, опи-
санные в следующем разделе.

Экспериментально-параметрические  
оптические методы определения состояния 

водных БДС

Указанные методы основаны на получе-
нии параметров двух классов.

Первый класс параметров. К нему следу-
ет отнести параметры, измеряемые в экспе-
риментах (например, оптическая плотность, 
интенсивность светорассеяния, интенсив-
ность флуоресценции). 

Параметры для биодисперсий c опреде-
ленным состоянием 

эфф,( , , , , , ),i i i i i i iS c d N g K m  ,iS S∈

где ci  – концентрация, dэфф i  – эффективный 
диаметр, Ni  – число частиц, gi – удельная 
мутность, Ki – коэффициент рассеяния, im  –  
показатель  преломления; i = 1, 2, …, k,  
можно выразить как

, эфф,( , , , , , ),i Si i i i i i ip f c d N g K m= 

 ,i Sip p∈ , 

где i = 1, 2, …, k.
Для каждого состояния Si имеется свой 

набор параметров первого класса:

1, 1 2, 1 3 1 1, , ;S S S kSp p p p

1, 2 2, 2 3 2 2, , ;S S S kSp p p p

1, 3 2, 3 3 3 3, , ;S S S kSp p p p

………........……………. ;

1, 2, 3, , .Sk Sk Sk kSkp p p p

Первый класс параметров не может быть 
использован для сравнительного анализа 
состояния биодисперсий, поскольку абсо-
лютная величина параметров, как правило, 
зависит от концентрации и имеет размер-
ность.

Второй класс параметров. К нему отно-
сятся  расчетные параметры,  полученные 
с помощью анализа и математической об-
работки результатов измерений. При этом 
возможны методы двух типов:

«безрегуляризационный» (без какой-
либо предварительной информации о харак-
теристиках дисперсной фазы); примерами 
могут служить расчет волнового экспонен-
та n(λср), диссимметрии индикатрисы рас-
сеяния, квантового выхода флуоресценции 
и др., комбинированных параметров из 
разных оптических методов анализа; то же 
в буквенных обозначениях можно предста-
вить как

, эфф,( , , , , ),i Si i i i i ip f d N g K m=   ,i Sip p∈

где i = 1, 2, …, k.
Для каждого состояния Si  рассчитыва-

ется свой набор таких параметров второго 
класса:

1, 1 2, 1 3 1 1, , ;S S S kSP P P P

1, 2 2, 2 3 2 2, , ;S S S kSP P P P

1, 3 2, 3 3 3 3, , ;S S S kSP P P P

…….........………………. ;

1, 2, 3, , .Sk Sk Sk kSkP P P P ;

с «регуляризацией» (использующий в  
расчетах определенную модель), например, 
решение обратной оптической задачи – на-
хождение распределения частиц дисперс-
ной фазы по размерам, dэфф.i , Ni, .im

Набор параметров второго класса, по-
лученный без предварительной регуляри-
зации, для каждой системы является уни-
кальным и отражает в неявном виде ее 
состояние (параметры состояния), а имен-
но функцию распределения частиц по раз-
мерам, показатель преломления, форму и 
внутреннюю структуру частиц, согласно 
выражению

1, 1 1,1 эфф1 1 1 1( , , , );SP f d N K m= 
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2, 1 2,1 эфф1 1 1 1( , , , );SP f d N K m= 

3, 1 3,1 эфф1 1 1 1( , , , );SP f d N K m= 

……………………….......…… ;

, 1 ,1 эфф1 1 1 1( , , , ).= k S kP f d N K m
Для успешной реализации экспери-

ментально-параметрических оптических 
методов, направленных на определение 
состояний БДС с целью их сравнительно-
го анализа в режиме реального времени, 
в каждом конкретном случае достаточно 
сложной и ответственной задачей являет-
ся выбор дисперсии сравнения («репер-
ной» дисперсии). Следующим шагом дол-
жен быть расчет набора параметров второго 
класса для «реперной» дисперсии и опре-
деление параметров, информативных для 
каждой конкретной задачи. Затем произво-
дится сравнение параметров последующих 
состояний системы с набором параметров 
«реперной». Если их различия недостовер-
ны, то делается вывод о высокой вероятно-
сти стабильности состояния системы. Если 
же наборы параметров достоверно различа-
ются (например,  для малых выборок, со-
гласно непараметрическому U-критерию 
Манна – Уитни), делается вывод об изме-
нении состояния системы. 

Дифференцировать (классифицировать) 
состояния систем можно различными ме-
тодами, в том числе и с помощью фор-
мальных методов многомерной статистики. 
К ним относятся MVA – multivariate data 
analysis, PLSR – partial least squares regres-
sion, MCR – multivariate curve resolution, 
ALS – alternating least squares и другие ста-
тистические методы. 

Использованные методы

В нашей работе использовалось три ме-
тода, а именно:

1. Статический – когда состояния БДС 
дифференцируют графически на плоскости 
параметров второго класса (параметриче-
ское задание состояния):

,, дс дс

, ,др др

; ,
j Sji Si

i Si j Sj

PP

P P

     
      

где нижние индексы «дс» относятся к  дис-

персии сравнения, а «др» – к «реперной» 
дисперсии. 

2. Динамический – предполагающий 
графическое построение 

, дс

, др

( ),
i Si t

i Si t

P
f t

P

   =
  

где нижние индексы «tдс» относятся к  ве-
личинам изменения с течением времени 
параметров дисперсии сравнения, а «tдр» – 
к изменению с течением времени параме-
тров «реперной» дисперсии.

3. Информационно-статистический, ко- 
торый предполагает определение соответ-
ствия дискретных качественных состоя-
ний состояниям, заданным по полученным 
экспериментальным данным; последние 
найдены по кусочно-непрерывным шка-
лам количественных значений параметров 
второго класса с использованием теоремы 
Бейеса [17, 19].

Следует отметить, что для характери-
стики каждого изменившегося состояния 
можно найти «коэффициент изменения» 
относительно исходного состояния, а также 
решить задачу с помощью регуляризацион-
ного подхода, например, методом спектро-
турбидиметрии (СТ) определить эффектив-
ный диаметр частиц [18]. 

Алгоритм экспериментально-
параметрического определения состояний

Для сравнительного анализа состояний 
БДС c возможной технической реализаци-
ей в он-лайн-режиме был разработан сле-
дующий алгоритм. 

Шаг  1. Одновременное измерение ин-
тегральных и дифференциальных характе-
ристик ослабления, флуоресценции света в 
анализируемых дисперсных системах. По-
лучение  множества , .i Sip p∈

Шаг  2. Выбор набора информативных 
для конкретных БДС и конкретной зада-
чи оптических параметров первого класса, 
таких как оптическая плотность Dλ, интен-
сивность Iλ светорассеяния, флуоресцен-
ции. Получение подмножества параметров 

1 p.p ⊂
Шаг 3. Расчет параметров второго клас-

са, таких как волновой экспонент n, «вы-

(1)

(2)
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тянутость индикатрисы» I(Ө1)/I(Ө2), отно-
шение интенсивностей флуоресценции при 
разных длинах волн и т. п. Получение мно-
жества , .i SiP P∈

Шаг  4. Анализ изменения параметров 
при изменении физико-химических усло-
вий. Выбор «реперной» дисперсии [Si]др.

Шаг 5. Сортировка параметров второго 
класса:

1, 2,дс дс

1, 2,др др

3, ,дс дс

3, ,др др

1, 1, 

1, …, 1.

Si Si

Si Si

Si k Si

Si k Si

P P

P P

P P

P P

      > =
      

      < ≈
      

Выбор наиболее информативных с уче-
том погрешности (отличных от единицы, 
различающихся по знаку) и достоверно-
сти различий параметров. Получение под-
множества 1 P.P ⊂  Дифференцирование 
(классификация) состояний БДС разными 
методами (статическим, динамическим, 
информационно-статистическим).

Разработанный алгоритм был использо-
ван и показал свою работоспособность при 
исследовании серии модельных и природ-
ных БДС с составом, различающимся по 
дисперсности, модальности и оптическим 
характеристикам.

Полученные практические результаты  
и перспективы

В результате практического применения 
разработанного алгоритма были  получены 
новые научные результаты, имеющие при-
кладное медико-биологическое значение.

Для дисперсий бычьего сывороточного 1.	
альбумина (БСА) различной степени очистки 
от примесей произведена оценка возможной 
агрегации белков в процессе растворения 
лиофильно высушенных препаратов, что 
является важным условием контроля 
сохранения биологической активности 
белка в лекарственных препаратах [9, 10].

Показана принципиальная возмож-2.	
ность использования новых синтетических 
полимеров на основе гомополимера 
метилсульфатной соли N, N, N, N-триме-
тилметакрилоксиэтиламмония различной 
молекулярной массы и структурной 

организации в качестве флокулянтов в 
модельных и используемых на практике 
системах.

Определены кинетика и условия взаи-
модействия частиц БСА с синтетическими 
полимерами при вариации концентрации, 
молекулярной массы, структурной органи-
зации, химического состава, содержания и 
типа ионогенных групп растворимых поли-
меров, а также рН среды;

На базе исследований, проведенных на 
модельных системах, определены опти-
мальные условия флокуляции примесных 
белков в культуральной жидкости противо-
опухолевого антрациклинового антибиоти-
ка рубомицина [11–14]. 

3. Определено, что в водном растворе 
фотосенсибилизатора (ФС) радахлорина 
(РХ) присутствуют в основном его ассо-
циаты (поглощение при λmax = 650 нм), а 
в спиртовом – мономеры (λmax = 662 нм). 
Установлено, что в плазме крови (при ис-
пользуемых в терапии концентрациях) ФС 
РХ присутствует в основном в виде моно-
меров (λmax = 660 – 663 нм), способных ак-
тивно производить синглетный кислород;

Определено, что лимфосаркома насы-
щается ФС на порядок активнее  здоро-
вой мышечной ткани, причем в спектрах 
оптической плотности присутствуют мак-
симумы поглощения, характерные как для  
свободных ассоциатов (650 нм), так и для 
связанных мономеров РХ (660 нм);

Результаты исследований с использова-
нием РХ могут найти практическое приме-
нение при разработке методик определения 
концентрации его активных (мономерных) 
форм [15].

4. Определены оптические параметры 
второго класса для водных дисперсий кле-
ток кишечной палочки различных штаммов, 
отражающие в неявном виде особенности 
состояний биодисперсий и позволяющие 
сравнить их с «реперным» состоянием, а 
также определить изменения состояний 
[16].

Основные преимущества разработанно-
го алгоритма заключаются в том, что его 
можно применять к исследованию полиди-
сперсных систем (большинство из встреча-
ющихся на практике), интерпретация опти-
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ческих характеристик которых затруднена. 
Кроме того, он не предполагает проведения 
каких-либо манипуляций с исследуемыми 
дисперсиями. Другими словами, биообъек-
ты  могут изучаться  непосредственно в тех 
условиях и в том микроокружении, в ко-
тором они находятся в настоящий момент 
(это очень важно для таких лабильных си-
стем).  Мониторинг можно проводить в ре-
жиме реального времени.

Для реализации данного алгоритма в 
конкретном техническом устройстве не тре-
буется наличия какой-либо уникальной ап-
паратуры, это могут быть стандартные дат-
чики и приемники оптического излучения. 

Простые и доступные анализаторы, 
определяющие информативные параметры 
второго класса, могут разрабатываться для 
решения конкретных практических задач 
(что важно  для коммерческой и ценовой 
составляющей их практического примене-
ния). 

Все вышеизложенное подтверждает 
фундаментальную и практическую значи-
мость предложенных экспериметально-
параметрических методов анализа и пер-
спективность использования лазеров как 
источников излучения в ходе их практиче-
ской реализации.

Заключение

Следует отметить, что в данной статье 
кратко описаны только результаты, связан-
ные с формулировкой алгоритма реализа-
ции экспериментально-параметрических 
оптических методов анализа состояний 
биодисперсий. Эта проблема представляет-
ся многодисциплинарной и перспективной 
в связи с развитием ряда областей науки: 
биомолекулярной инженерии, наномеди-
цины, нанобиотехнологии, методов охра-
ны окружающей среды и т. п. Важно также 
отметить, что в результате интенсивного 
развития теории информации, математиче-
ской статистики и вычислительной техни-
ки определилось важное научное направле- 
ние – информационно-статистическая те-
ория и методы решения обратных задач, 
которые предлагают типовые приемы по-
становки и алгоритмизации задач, а также 
способы исследования качества решений 
(количественные критерии эффективности 
тех или иных методов оценки параметров 
исследуемой системы: устойчивость, стан-
дартная ошибка калибровки, стандарт-
ная ошибка предсказаний, селективность, 
чувствительность и т. п.). Эти методы ин-
терпретации оказываются применимыми 
практически в любой области науки.
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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ КАЛЬЦИЙ-СВЯЗЫВАЮЩИХ СВОЙСТВ  
ДОМЕНА 6 ВИЛЛИНА

Методом спектроскопии собственной флуоресценции белка охарактери-
зованы кальций-связывающие свойства домена 6 актинрегулирующего белка 
виллина. Выдвинуто предположение о наличии в домене 6 виллина сайта свя-
зывания кальция, и получена оценка константы диссоциации для связывания 
данного домена с кальцием. Полученное значение Kd (32 мкМ) свидетельствует 
о том, что домен 6 виллина может отвечать за физиологически значимый пере-
ход этого белка от пучкования к диссоциации актиновых филаментов в ответ 
на рост концентрации внутриклеточного кальция.

ВИЛЛИН, СОБСТВЕННАЯ ФЛУОРЕСЦЕНЦИЯ БЕЛКОВ, ЦИТОСКЕЛЕТ, МОДУЛЬНЫЕ 
БЕЛКИ.

Введение

Виллин – модульный белок, состоя-
щий из 826 аминокислотных остатков и 
относящийся к суперсемейству гельзолин-
подобных актинсвязывающих белков [1], 
куда также входят, помимо прочих, северин 
[2], гельзолин [1], супервиллин [3]и архвил-
лин [4]. Виллин участвует в поддержании 
микроворсинок в клетках эпителия кишеч-
ника и почек [5]. Аминокислотную после-
довательность этого белка можно разделить 
на две части: гельзолин-подобное ядро на 
N-конце и небольшой домен (headpiece – 
HP) на C-конце, который соединен с ядром 
неструктурированным линкером длиной 40 
аминокислотных остатков [1, 6] (рис. 1, б). 
Ядро виллина примерно на 50 % идентично 
гельзолину по аминокислотной последова-
тельности и состоит из шести гомологич-
ных повторов V1–V6 (рис. 1, б), последний 
из которых, V6, соединен линкером с HP-
доменом [1].

В регуляции активности виллина дей-
ствует ряд факторов, в том числе уровень 
кальция [1], фосфорилирование [5] и дру-
гие. При физиологическом уровне кальция 
виллин способен пучковать (bundle) акти-
новые филламенты (F-актин), а в ответ на 
повышение уровня кальция [1] или фосфо-
рилирование [7] – нуклеировать, разрезать 

или блокировать их рост. Гельзолин также 
обладает способностью разрезать актиновые 
филаменты в ответ на повышение уровня 
ионов кальция, для чего требуется их кон-
центрация около 10 мкМ [8]. Способность 
виллина разрезать F-актин, в свою очередь, 
активируется при концентрации ионов 
кальция 100 – 200 мкМ [9]; такие высокие 
концентрации достигаются в клетке только 
при клеточном стрессе и апоптозе. Фос-
форилирование ядра виллина, в том числе 
домена V6, делает возможным разрезание 
актиновых филаментов этим белком уже 
при наномолярных концентрациях кальция  
[5, 7].

Механизм активации кальцием гельзо-
лина изучен достаточно хорошо [8]. При 
низких концентрациях кальция домен G6 
гельзолина формирует контакт с доменом 
G2, содержащим сайт связывания акти-
на, что предотвращает связывание белка 
с F-актином. При связывании кальция с 
доменом G6 в последнем происходит кон-
формационная перестройка, приводящая к 
потере контакта с доменом G2 и открытием 
сайта связывания F-актина. Белок при этом 
переходит из неактивной закрытой в актив-
ную раскрытую конформацию [8, 10].

Одним из ключевых при изучении 
виллина является вопрос о том, имеет ли 
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этот белок механизм активации кальцием 
открытой конформации, сходный с гель-
золином. Исследования участка V6 – HP 
виллина курицы, содержащего домены V6 
и HP, соединенные гибким линкером, по-
казали, что этот участок находится в со-
стоянии мономера и способен пучковать 
актиновые филаменты при высоких кон-
центрациях кальция, но при отсутствии 
кальция теряет эту способность и агреги-
рует [6]. В то же время домен HP виллина 
нечувствителен к кальцию и способен при 
любых его концентрациях связываться с 
актиновыми филаментами [12–14]. В свя-
зи с этим было выдвинуто предположение 
о наличии в домене V6 сайта связывания 
кальция. Пространственная структура до-
мена V6, определенная методом ядерного 
магнитного резонанса (ЯМР), представлена  
на рис. 1, а. Аминокислотная последова-
тельность домена: 

PRLFECSNKTGRFLATEIVDFTQD 
DLDENDVYLLDTWDQIFFWIGKGANE
SEKEAAAETAQEYLRSHPGSRDLDTPII
VVKQGFEPPTFTGWFMAWDPLCWSDR
KSY.

Целью данной работы являлось изуче-
ние кальций-связывающих свойств домена 
V6 виллина при помощи спектроскопии 

собственной флуоресценции белка.

Материалы и методы

Подготовка образца V6 домена виллина. 
Процедура экспрессии и выделения доме-
на 6 виллина была подробно описана ранее 
[10]. Все же приведем ее краткое описа-
ние. 

Домен V6 сверхэкспрессировался в 
клетках E.coli клеточной линии BL21(DE3) 
(Novagen), после чего клетки лизировались 
и лизат подвергался двум этапам хромато-
графической очистки на колонках Sephadex 
G50 и GE Superdex 75 HP-SEC. Лизирова-
ние и хроматография осуществлялись в бу-
фере А (150 мМ NaCl, 5 мМ CaCl2, 5 мМ 
дитиотрейтол, 0,01% NaN3, 20 мМ PIPES; 
pH = 7,0).

Для перевода белка в буфер без кальция 
осуществлялся обмен буфера с использова-
нием мембранных концентраторов Millipore 
(порог отсечения 3 кДа), после чего к об-
разцу добавлялся стократный избыток эти-
лендиаминтетрауксусной кислоты (EDTA), 
которая затем также удалялась посредством 
обмена буфера.

Флуориметрические исследования. Для 
регистрации собственной флуоресценции 
остатков триптофана в белке использовал-
ся флуориметр Cary Eclipse (Varian). В ходе 
измерения образцы находились в кварце-
вых кюветах, за исключением эксперимен-
та по регистрации динамики установления 
равновесия при добавлении кальция к до-
мену V6 виллина.

Для исследования обратимости связыва-
ния домена V6 виллина с кальцием к образ-
цу белка концентрации 10 мкМ в буфере А 
добавлялась EDTA до концентрации 5 мМ, 
что приводило к снижению концентрации 
кальция не менее, чем на два порядка. По-
сле этого концентрация кальция в растворе 
восстанавливалась до уровня 5 мМ добавле-
нием раствора CaCl2. В ходе эксперимента 
регистрировались спектры флуоресценции 
образца в диапазоне от 290 до 500 нм при 
возбуждении на длине волны 280 нм.

Регистрация динамики установления 
равновесия при добавлении кальция к до-
мену V6 виллина осуществлялась в акри-
ловой УФ-прозрачной кювете при не-

Рис. 1. Структура виллина и его домена 6 
(V6): а – пространственная структура домена 

(определена методом ЯМР [11]), б – доменная 
структура виллина.  

V1-V6 – гельзолин-подобное ядро виллина,  
состоящее из шести гомологичных доменов; HP 

(headpiece) – домен виллина; гибкий линкер между 
HP и V6 обозначен волнистой линией 
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прерывном перемешивании при помощи 
магнитной мешалки. В образец объемом 
2,25 мл и концентрацией V6 2,23 мкМ до-
бавлялся раствор CaCl2 до концентрации 
5,0 мМ. В ходе этого регистрировалась ди-
намика интенсивности флуоресценции об-
разца на длине волны 350 нм при возбуж-
дении на длине волны 280 нм. 

Титрование домена V6 виллина кальци-
ем осуществлялось посредством добавления 
к образцу в кювете (концентрация белка  
17 мкМ, объем 600 мкл) по 1 мкл раство-
ра CaCl2 соответствующих концентраций  
(от 0,6 мМ до 0,6 М). После каждого до-
бавления кальция образец инкубировался 
5 мин для установления равновесия, по-
сле чего осуществлялось измерение спек-
тра собственной флуоресценции белка в 
диапазоне 290 – 500 нм при возбуждении 
на длине волны 280 нм. Время инкубации 
было выбрано с учетом данных о кинетике 
установления равновесия при добавлении 
кальция к домену V6 виллина (рис. 2, б), де-
монстрирующих, что установление равно-
весия занимает менее 10 с. Для построения 
кривой титрования использовалась средняя 
интенсивность флуоресценции белка в диа-
пазоне от 325 до 375 нм.

Обработка кривой титрования осу-
ществлялась в рамках стандартного под-
хода для обратимого связывания белка с 
лигандом в эквимолярных пропорциях. В 
качестве меры афинности использовалась 

константа диссоциации Kd [15]. Для нели-
нейной регрессии данных использовалось 
уравнение, описывающее обратимое свя-
зывание белка с кальцием, вызывающее 
изменение интенсивности регистрируе-
мого сигнала:

0

2 2

2 2 1/2

( / 2 [ 6]) {[ 6]

 [Ca ] (([ 6] [Ca ]

 )  4 [ 6] [Ca ]) }
d

d

I I I V V

K V
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где I – регистрируемая интенсивность 
флуоресценции; I0 – интенсивность флуо-
ресценции белка, свободного от кальция;  
ΔI – разность между интенсивностями флу-
оресценции белка, связанного с кальцием 
и свободного от него; [V6], [Ca2+] – кон-
центрации белка и кальция; Kd – константа 
диссоциации для реакции связывания бел-
ка с кальцием.

Результаты и  их обсуждение 

Обратимое конформационное изменение 
домена V6 виллина  при связывании с каль-
цием. Конформационные изменения белков 
вызывают в них трансформацию ближай-
шего окружения остатков триптофана, что 
отражается на интенсивности собственной 
флуоресценции. Было обнаружено, что при 
снижении концентрации кальция в рас-
творе домена V6 виллина посредством до-
бавления 5 мМ EDTA интенсивность соб-

(1)

Рис. 2. Обратимость (а) и динамика (б) связывания домена V6 виллина с кальцием: 1 – 3 – спек-
тры флуоресценции V6 в буфере А до (1) и после (2) добавления EDTA до концентрации 5 мМ,  

а также после повторного увеличения уровня Ca2+ до 5 мМ (3); на рис. (б) показаны исходный (4) 
и сглаженный (5) сигналы; окно сглаживания в 50 точек

а) б)
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ственной флуоресценции белка возрастала 
примерно на 10 %. Повторное добавление 
кальция к раствору белка возвращало ин-
тенсивность флуоресценции к исходным 
значениям (рис. 2, а). 

Полученные данные позволяют заклю-
чить, что домен V6 виллина способен об-
ратимо связывать ионы Ca2+, что приводит 
к конформационной перестройке в этом 
домене. Кинетические данные о процессе 
установления равновесия показывают, что 
интенсивность флуоресценции белка после 
добавления кальция выходит на насыщение 
менее, чем за 10 с (рис. 2, б). Эти данные 
указывают на лимитацию диффузией ско-
рости связывания V6 с кальцием, что мо-
жет иметь существенное значение для ре-
гуляции микроворсинок (толщина 0,2 мкм) 
виллином.

Оценка константы диссоциации для свя-
зывания домена V6 виллина с кальцием. 
Для дальнейшей характеризации кальций-
связывающих свойств домена V6 виллина 
была проведена оценка константы дис-
социации для связывания этого домена с 
кальцием. С этой целью осуществлялось 
титрование раствора домена V6 виллина 
кальцием в диапазоне от 0 до 2000 мкМ 
[Ca2+], в ходе которого регистрировались 
спектр и интенсивность собственной флуо-
ресценции образца (рис. 3).

На рис. 3, а приведены спектры соб-

ственной флуоресценции домена V6 
виллина при различных концентрациях 
кальция. При повышении концентрации 
кальция наблюдаются снижение интен-
сивности флуоресценции и небольшой 
сдвиг полосы испускания в коротковол-
новую область.

Кривая титрования домена V6 вилли-
на кальцием (рис. 3, б) позволяет опреде-
лить долю связанного с кальцием белка 
как функцию концентрации кальция. Не-
линейная регрессия полученной зависимо-
сти с использованием модели (1) позволила 
оценить константу диссоциации для связы-
вания данного домена с кальцием, которая 
составила 32 ± 5 мкМ. Выбранная модель 
хорошо описывает экспериментальные дан-
ные (R 2 = 0,96).

Выводы

Полученные результаты подтверждают 
данные ЯМР [10] о способности домена V6 
виллина связываться с кальцием. При этом  
процесс  сопровождается изменением кон-
формации этого домена. 

Кривая титрования домена V6 кальци-
ем хорошо описывается уравнением (1) для 
эквимолярного связывания белка с лиган-
дом при значении Kd = 32 ± 5 мкМ. 

Найденное значение Kd лежит в физио-
логическом диапазоне концентраций каль-
ция, связанных с переключением виллина 

а) б)

Рис. 3. Результаты титрования  домена V6 виллина кальцием: а – спектры флуоресценции белка 
при концентрации Ca2+, равной 0 (1), 30 (2), 100 (3), 2000 (4) мкМ; б – кривая титрования  
(символы – экспериментальные точки, линия – результат нелинейной регрессии данных)
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из состояния пучкования филаментов ак-
тина в состояние разрыва F-актина. Это 
наблюдение позволяет предположить, что 
домен V6 виллина может участвовать в из-
менении активности виллина в ответ на 
повышение концентрации кальция (порог 
активации – 200 мкМ) [1].

Полученные данные свидетельствуют 
в пользу того, что виллин обладает анало-
гичным гельзолину механизмом активации 
разрыва актиновых филаментов при повы-
шении концентрации кальция. 

Дальнейшие исследования этого доме-
на с использованием сайт-направленного 
мутагенеза помогут идентифицировать 
аминокислотные остатки, участвующие в 
формировании сайта связывания кальция в 
домене V6.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Министерства образования и науки Рос-
сийской Федерации, соглашение 14.B37.21.1230, 
с использованием оборудования ЦКП «Анали-
тический центр нано- и биотехнологий ГОУ 
СПбГПУ»  на базе ФГБОУ ВПО «СПбГПУ». 
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РОЖДЕНИЕ K* И ω-МЕЗОНОВ В СТОЛКНОВЕНИЯХ ЯДЕР ДЕЙТЕРИЯ  
И ЗОЛОТА ПРИ ЭНЕРГИИ 200 ГэВ

В статье представлены результаты измерения инвариантных спектров 
по поперечному импульсу и факторов ядерной модификации для K*(892)- и 
ω-мезонов в столкновениях ядер дейтерия и золота при энергии 200 ГэВ. Про-
изведено сравнение полученных результатов с измерениями рождения других 
легких мезонов, таких как π0-, Ks-, η-, η'- и φ-мезонов. Проведено систематиче-
ское исследование спектров рождения мезонов в центральных столкновениях 
ядер дейтерия и золота.

СТОЛКНОВЕНИЯ ЯДЕР, МЕЗОНЫ, РОЖДЕНИЕ, ЛЕГКИЕ КВАРКИ, АНАЛИЗ.

Введение

Значительное подавление выхода адро-
нов по отношению к их выходам в протон-
протонных взаимодействиях, умноженных 
на соответствующее число парных неупру-
гих нуклон-нуклонных взаимодействий, в 
столкновениях тяжелых ультрарелятивист-
ских ядер вначале было обнаружено на 
ускорителе RHIC [1], а затем и на ускори-
теле LHC [2]. В области больших попереч-
ных импульсов (pT > 5 ГэВ/c) в централь-
ных столкновениях ядер золота при энергии 

NNS  = 200 ГэВ выходы адронов подавле-
ны примерно в пять раз. В центральных 
столкновениях ядер свинца при энергии  

NNS  = 2,76 ТэВ в области поперечных 
импульсов (5 – 6 ГэВ/c) адроны подавлены 
в семь раз, и степень подавления уменьша-
ется с увеличением поперечного импульса, 
достигая значения, близкого к двум, при  
pT > 40 ГэВ/c. В области больших попереч-
ных импульсов (более 5 – 6 ГэВ/c) выходы 
адронов одинаково подавлены и степень 
подавления не зависит от типа, массы и 
кваркового состава частицы. В то же время 
в области промежуточных поперечных им-
пульсов (2 – 5 ГэВ/c) наблюдается зависи-

мость степени подавления выхода адронов 
от их типа и кваркового состава. Для объ-
яснения подобной зависимости необходи-
мо разделить влияние эффектов начального 
и конечного состояний на свойства рож-
дающихся частиц. Одним из возможных 
способов изучения эффектов начального 
состояния является систематическое иссле-
дование рождения адронов в столкновени-
ях тяжелых и легких ядер, например дейте-
рия и золота (d + Au) или протонов и ядер 
свинца (p + Pb). В недавно полученных экс-
периментальных данных о рождении адро-
нов в (p + Pb)-столкновениях при энергии  

NNS  = 5,02 ТэВ наблюдается избыток вы-
хода адронов в области промежуточных по-
перечных импульсов. Данное наблюдение 
может свидетельствовать о существенном 
влиянии коллективных эффектов, наблюда-
емых в (p + Pb)- [3] и (d + Au)- [1] столкно-
вениях, на свойства рождающихся адронов 
в этой области поперечных импульсов.

В настоящей работе представлены ре-
зультаты измерения инвариантных спек-
тров по поперечному импульсу и факто-
ров ядерной модификации для K*(892)- и 
ω-мезонов в столкновениях ядер дейтерия 
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и золота при энергии NNS = 200 ГэВ. Из-
мерения выполнены на экспериментальной 
установке PHENIX на ускорителе RHIC [4] 
в области быстрот |y| < 0,35. Результаты срав-
ниваются со спектрами рождения и факто-
рами ядерной модификации для π0-, Ks-, η-, 
η'- и φ-мезонов. Произведено систематиче-
ское исследование спектров рождения лег-
ких мезонов в (d + Au)-столкновениях.

Отбор данных и методика измерений

Исследование рождения ω- и K*-мезонов 
с помощью экспериментальной установки 
PHENIX осуществлялось в каналах распа-
дов ω → π0 + π+ + π– и K* → K± + π. При  
этом анализировалась выборка данных, на-
копленная экспериментом PHENIX во вре-
мя физической работы ускорителя RHIC в 
2008 г. Размер выборки данных соответ-
ствует светимости 81 нбарн–1 [1].

Количество рожденных мезонов с попе-
речным импульсом pT в интервале быстрот 
Δy в столкновении ядер определяется ин-
вариантным выходом Yинв(pT), который вы-
числяется по следующей формуле [5]:

2

инв

соб

1
( )

2

( )
,
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где pT – поперечный импульс мезона;  
y – быстрота; N(pT) – число мезонов, за-
регистрированных с помощью экспери-
ментальной установки (так называемый 
выход мезонов); ∆pT – диапазон попереч-
ных импульсов, в пределах которого опре-
деляется выход мезонов; ε(pT) – функция 
коррекции, учитывающая геометрический 
аксептанс, разрешение, эффективность 
работы детекторных подсистем экспери-
ментальной установки PHENIX, а также 
влияние множественности частиц на эф-
фективность регистрации мезонов; Nсоб – 
число анализируемых столкновений ядер; 
Br – вероятность распада по исследуемому 
каналу, которая составляет почти 66% для 
канала распада K* → K± + π и 89,2 % для  
ω → π0 + π+ + π– [6].

Канал распада ω → π0 + π+ + π– име-
ет нейтральный пион в конечном состоя-

нии, который представляет собой коротко-
живущую частицу, распадающуюся на два 
γ-кванта с вероятностью 98,823 ± 0,034 %  
[6]. Поэтому для определения выхода 
ω-мезонов вначале были восстановлены 
основные характеристики π0-мезонов по ме-
тодике, описанной в работах [4, 5]. В пары 
объединялись только те γ-кванты, энер-
гия которых превышала 0,2 ГэВ. Требова-
лось, чтобы поперечный импульс пары был 
больше 1 ГэВ/c. Затем нейтральные пионы, 
прошедшие критерии отбора, в пределах 
одного зарегистрированного столкновения 
комбинировались с парами положительно 
и отрицательно заряженных частиц. Выход 
ω-мезонов определялся путем аппроксима-
ции спектра инвариантной массы трипле-
тов π0π+π– функцией, состоящей из суммы 
полинома второй степени и функции Га-
усса. Интеграл функции Гаусса брался в 
качестве показателя выхода ω-мезонов. 
Пример результата аппроксимации спектра 
инвариантной массы триплетов π0π+π– с по-
перечным импульсом 6 < pT < 7 ГэВ/c, по-
казан на рис. 1, a.

Усредненное значение инвариант-
ных выходов K*- и антиK*-мезонов (K* + 
антиK*)/2 берется как итоговое значение 
инвариантного выхода K*-мезонов. Вы-
ходы K*- и антиK*-мезонов измеряют-
ся в адронных каналах распада K+ + π– и  
K– + π+. Для этого разнозаряженные части-
цы, зарегистрированные в одном столкно-
вении, комбинируются в пары. Учитыва-
ются только частицы, поперечный импульс 
которых больше 0,3 ГэВ/c. Считается, что 
заряженная частица является каоном либо 
пионом, и в зависимости от исследуемого 
канала распада и ее заряда ей приписыва-
ется масса заряженного каона либо пиона. 
Для увеличения статистической значимо-
сти экспериментальных данных в широкой 
области поперечных импульсов спектры 
инвариантной массы пар K±π восстанавли-
ваются в рамках трех следующих различных 
подходов [7]:

без идентификации частиц. В пары ком-
бинируются все разнозаряженные частицы, 
получивших свое подтверждение в третьем 
слое падовых камер или электромагнитном 
калориметре;
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с идентификацией пионов и каонов. В 
данном случае в пары объединяются толь-
ко частицы, идентифицированные как ка-
оны или пионы. Идентификация частиц 
осуществляется времяпролетной системой 
экспериментальной установки PHENIX;

c идентификацией каона. В данном под-
ходе требуется, чтобы одна из частиц пары 
была идентифицирована как каон, а дру-
гая частица получила подтверждение своей 
проекции в третьем слое падовых камер де-
тектора PHENIX.

Комбинаторный фон [5] в спектре ин-
вариантной массы пар K±π максимален в 
области малых поперечных импульсов и 
уменьшается с его ростом. Большой уровень 
комбинаторного фона в области малых по-
перечных импульсов (менее 2 – 3 ГэВ/c) не 
позволяет выделить сигнал в спектре, вос-
становленном без идентификации частиц. 
В области значений поперечных импульсов 
более 2 – 3 ГэВ/c величина полезного сиг-
нала ограничена только накопленной ста-
тистикой. Использование подхода с иден-
тификацией заряженных частиц позволяет 
существенно уменьшить количество фоно-

вых отсчетов. Ввиду ограниченности аксеп-
танса времяпролетной системы и методики 
идентификации заряженных частиц, данный 
подход позволяет восстанавливать спектры 
инвариантной массы разнозаряженных пар 
каонов и пионов только в области значе-
ний поперечных импульсов менее 4 ГэВ/c. 
Третий подход с идентификацией каона 
обеспечивает наилучшую статистическую 
значимость экспериментальных данных в 
области значений поперечных импульсов  
2 – 3 ГэВ/c. Использование трех различных 
подходов позволяет выделить сигнал в ши-
рокой области поперечных импульсов со 
следующими значениями:

1,1 – 4,0 ГэВ/c с идентификацией ме-
зонов;

2,3 – 8,5 ГэВ/c без идентификации ме-
зонов;

1,4 – 4,5 ГэВ/c с идентификацией каона.
Результаты измерений с помощью трех 

методик получены в широкой области зна-
чений поперечного импульса, а это позво-
ляет проводить гибкое изучение система-
тических неопределенностей и проверку 
правильности проведенных измерений.

Рис. 1. Спектры инвариантной массы триплетов π0π+π– (а) и разнозаряженных пар Kπ-мезонов (б).  
Спектры аппроксимированы функцией, состоящей из суммы полинома второй степени (пунктир)  

и функции Гаусса (а) либо из суммы полинома третьей степени (пунктир) и функции Брейта – Вигнера, 
свернутой с функцией Гаусса (б)

а) б)
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Спектр инвариантной массы разноза-
ряженных пар каонов и пионов состоит из 
сигнала и фоновой составляющей. В свою 
очередь фон состоит из комбинаторной и 
коррелированной частей.

Для оценки комбинаторной части фо-
новой подложки использовался метод сме-
шивания столкновений [7]. Для этого по-
ложительно (отрицательно) заряженные 
частицы одного столкновения объединя-
лись в пары с отрицательно (положительно) 
заряженными частицами двадцати других 
некорреллированных столкновений. При 
этом смешивались столкновения с близ-
кими значениями центральности (разница 
не превышает 10 %) и координатами по-
ложения точки взаимодействия (разница не 
превышает одного сантиметра). После нор-
мировки полученного спектра на коэффи-
циент 2 ,N N++ −−  где N++ и N–– – число пар 
положительно или отрицательно заряжен-
ных частиц, он вычитался из спектра инва-
риантной массы пар Kπ-мезонов. Неверная 
идентификация мезонов от распадов Ks → 
K+K– и φ → K+K– приводят к образованию 
коррелированной части фона. Пары треков 
от данных распадов образуют дополнитель-
ный пик, расположенный рядом с пиком 
K*-мезона, в спектре инвариантной массы 
пар K±π.

Коррелированная фоновая составляю-
щей была оценена моделированием взаи-
модействия частиц от распадов Ks → K+K– и 
φ → K+K– с экспериментальной установкой 
PHENIX методом Монте-Карло; при этом 
использовались результаты измерения сече-
ний рождения Ks- и φ-мезонов [1, 4]. Кор-
релированный фон был вычтен из спектра 
инвариантной массы пар Kπ-мезонов.

Спектр инвариантной массы для раз-
нозаряженных пар Kπ-мезонов с попе-
речным импульсом 5,0 < pT < 5,5 ГэВ/c, 
полученный после вычитания комбинатор-
ного и коррелированной фона представ-
лен на рис. 1, б. Для определения выхода  
K *-мезонов спектр инвариантной массы 
аппроксимируется суммой полинома тре-
тьей степени и функции Брейта – Вигнера, 
свернутой с распределением Гаусса [7]. По-
лином используется для описания остаточ-
ного фона. Свертка функции Брейта – Виг-

нера с функцией Гаусса используется для 
описания формы пика K*-мезона, посколь-
ку экспериментально измеренное массовое 
разрешение детектора PHENIX (около 5 
МэВ/c2) значительно меньше природной 
ширины K*-мезона (примерно 48 МэВ/c2) и 
описывает форму пика K *-мезона с учетом 
массового разрешения детектора PHENIX. 
Зависимость массового разрешения экс-
периментальной установки PHENIX от 
поперечного импульса частицы опреде-
ляется из моделирования взаимодействия 
частиц с экспериментальной установкой 
PHENIX методом Монте-Карло [7]. Выход  
K*-мезонов принимается равным коли-
честву отсчетов в окне по инвариант-
ной массе ±75 МэВ/c2 от номинальной 
массы K *-мезона. Инвариантный выход  
K *-мезонов был измерен в рамках трех раз-
личных подходов, перечисленных выше. 
Финальные спектры K *-мезонов по попе-
речному импульсу были получены из ком-
бинации трех измерений, основываясь на 
статистических и систематических ошиб-
ках измерений. Подобная комбинация то-
чек обеспечивала минимальные значения 
статистических и систематических ошибок 
экспериментальных точек в финальном 
спектре.

Функции коррекции ε(pT) для K*- и 
ω-мезонов были рассчитаны по методике, 
описанной в работе [5].

Систематические ошибки измерения 
инвариантных выходов K *- и ω-мезонов 
обусловлены ошибками, вносимыми мо-
дельным расчетом функции коррекции 
ε(pT), методикой измерения выхода мезонов 
и ошибкой измерения вероятности распада 
по каналам K * → K± + π и ω → π0 + π+ + π–.  
Систематические ошибки обычно разделя-
ют на три типа [5]:

A – не зависящие от поперечного им-
пульса;

B – зависящие от поперечного импуль-
са, но форма зависимости не известна;

C – связанные с неопределенностью 
нормировки.

Основными источниками систематиче-
ских ошибок измерения инвариантных вы-
ходов K *- и ω-мезонов являются неизбежно 
возникающие неопределенности, которые 
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связаны с точностью моделирования экс-
периментальной установки. К ним можно 
отнести следующие «точности»:

задание геометрии, энергетической 
шкалы, пространственного и энергетиче-
ского разрешений детектора PHENIX в мо-
дельном расчете (тип B);

описание материалов детектора в мо-
дельном расчете (тип C);

вычисление эффективностей триггеров 
экспериментальной установки PHENIX 
(тип B или C);

восстановление основных характери-
стик нейтральных пионов при физическом 
анализе экспериментальных данных и в 
модельном расчете при применении крите-
риев отборов π0-мезонов (тип B);

определение выхода K*- и ω-мезонов в 
модельном расчете (тип B);

методика измерения выхода мезонов 
(тип A);

измерение вероятности распада по ис-
следуемым каналам (тип C).

Оценка систематической ошибки изме-
рения выхода мезонов проводилась путем 
аппроксимации спектра инвариантной мас-
сы продуктов исследуемого распада с изме-
ненной функцией, отвечающей за описание 
комбинаторного фона (например, исполь-
зование полинома третьей степени вместо 
параболы); путем изменения интервалов 
аппроксимации для определения формы 

фона под пиком; путем повторения ана-
лиза с дополнительным условием (напри-
мер, проекции треков должны были быть 
подтверждены в электромагнитном кало-
риметре или нейтральные пионы распада 
ω-мезона комбинировались с γ-квантами 
с энергией более 1,5 ГэВ). Для каждого 
случая вычислялись инвариантные выхо-
ды. Систематическая ошибка, связанная с 
определением выхода мезонов, определя-
лась как значение среднеквадратического 
отклонения, деленного на среднее значе-
ние полученных величин инвариантных 
выходов.

Для оценки систематических ошибок 
вычисления функции коррекции ε(pT) ин-
вариантные выходы K *- и ω-мезонов вы-
числялись при измененных величинах 
разрешения, длины энергетической шка-
лы и размера активной области детектора 
PHENIX в пределах ошибок их измерения. 
Разницы брались в качестве систематиче-
ских ошибок; их значения приведены в 
табл. 1. Суммарная ошибка εсум была вы-
числена как корень квадратный из суммы 
квадратов систематических ошибок εi:

2
сум .i

i

ε = ε∑

Результаты измерений

Результаты измерения инвариантных 

Таблица  1

Систематические неопределенности измерения (в процентах)  
инвариантных выходов ω- и K *-мезонов

Измеряемая величина ω K* Тип
Аксептанс 6 3 – 7 B
Энергетическое разрешение 2 – 5 – B
Энергетическая шкала 3 – 6 2 – 7 B
Отбор заряженных частиц – 6 – 11 B
Эффективность γ-триггера 2 – 10 – B
Конверсия γ-квантов 3 – C
Эффективность MinBias триггера 7,8 C

Выход мезонов: 
данные эксперимента 
модельный расчет

4 – 25 7 – 12 A
1 – 3 B

Примечание : Прочерки приведены в случаях отсутствия неопределенности.
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спектров по поперечному импульсу ω- и K*-
мезонов представлены на рис. 2. Измерения 
выполнены для пяти классов столкновений 
по центральности, %: 0 – 88, 0 – 20, 20 – 40,  
40 – 60 и 60 – 88. Диапазон измерений 
по поперечному импульсу составляет от 
3 до 14 ГэВ/c для ω-мезонов и от 1,3 до  
8,75 ГэВ/c для K*-мезонов. На данном и 
всех последующих рисунках вертикальные 
«усы» и прямоугольники вокруг символов 
соответствуют статистическим и система-
тическим ошибкам измерений. Диапазон 
измерений в области больших поперечных 
импульсов ограничен доступной статисти-
кой, а в области малых поперечных им-
пульсов – быстро уменьшающимся аксеп-
тансом экспериментальной установки.

Полученные результаты и существую-
щие экспериментальные данные о рожде-
нии π0-, Ks-, η-, η'- и φ-мезонов [1, 4, 7]  
позволяют провести систематическое ис-
следование форм спектров рождения 
мезонов в центральных столкновени-
ях ядер дейтерия и золота при энергии  

NNS  = 200 ГэВ. Аналогично исследо-
ванию форм спектров рождения мезонов 
в столкновениях протонов при энергии  

S  = 200 ГэВ [1, 8] спектры были аппрок-

симированы функцией Тсаллиса, заданной 
уравнением

инв
0

0 0

1 1
( )

2 ( 1)

2
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nT mn
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где dY/dy – интегральный выход частицы 
в области быстрот |y| < 0,35; T – свобод-
ный параметр; m0 – масса покоя частицы; 
n – степенной показатель; mT – поперечная 
масса частицы,

mT = (pT
2 + m0

2)1/2;

pT – поперечный импульс частицы.
Для параметров n и T были получены 

следующие линейные зависимости от мас-
сы покоя частицы:

n = (10,3 ± 0,2) –  
– (0,6 ± 0,9)m0 [ГэВ/c2];

T = (0,131 ± 0,002) +  
+ (0,108 ± 0,004)m0 [ГэВ/c2]

при величине χ2, деленной на число сте-
пеней свободы, равной соответственно  
1,6 и 0,8.

Рис. 2. Зависимость инвариантных выходов ω-(а) и K *-(б) мезонов от поперечного импульса  
в столкновениях ядер дейтерия и золота при энергии NNS  = 200 ГэВ для различных классов 

столкновений по центральности, %:  
0 – 88 (1, 6), 0 – 20 (2, 7), 20 – 40 (3, 8), 40 – 60 (4, 9), 60 – 88 (5, 10)

а) б)
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Результаты аппроксимации спектров по 
поперечному импульсу при значениях па-
раметров n = 10,3 и T = 0,131 + 0,108m0 
показаны на рис. 3. Полученные значения 
интегральных выходов частиц dY/dy при-
ведены в табл. 2. Величины χ2, отнесенные 
к числу степеней свободы, для результатов 
аппроксимации были близки к единице.

Таким образом, функция Тсаллиса опи-
сывает инвариантные спектры во всей об-
ласти измерений и позволяет оценить ин-
тегральные выходы мезонов. Измерить эти 
величины на экспериментальной установке 
PHENIX в области малых поперечных им-
пульсов не представляется возможным.

Для оценки влияния коллективных эф-
фектов на свойства ω- и K *-мезонов, рож-
дающихся в столкновениях ядер дейтерия и 
золота, были рассчитаны факторы ядерной 
модификации по формуле [5]:

инв

ст инв

( )1
( ) ,

( )

A A
T

AA T p p
T

Y p
R p

N Y p

+

+=

где Yинв
A+A(pT), Yинв

p+p(pT) – инвариантные вы-
ходы частицы, измеренные во взаимодей-
ствиях ядер (A + A) или в протон-протонных 
столкновениях (p + p) в интервале импуль-
сов dpT, в диапазоне быстрот dy при одной 
и той же энергии пары взаимодействующих 
нуклонов; Nст – число парных неупругих 
нуклон-нуклонных столкновений, произо-
шедших при взаимодействии ядер.

При расчете факторов ядерной модифи-
кации использовались инвариантные выхо-
ды ω- и K*-мезонов в протонных столкно-
вениях, опубликованные в работах [1, 8]. 
Значения Nстолкн были вычислены в рамках 
модели Глаубера [5]. Зависимость факто-
ра ядерной модификации от поперечного 
импульса показана на рис. 4. Там же пред-
ставлены факторы ядерной модификации, 
измеренные для мезонов пяти типов [1]. 
Поведение факторов ядерной модифика-
ции для ω- и K*-мезонов в области проме-
жуточных (2 – 5 ГэВ/c) и больших более  
5 – 6 ГэВ/c) поперечных импульсов в пре-
делах ошибок измерений согласуется с по-
ведением факторов ядерной модификации 
для других мезонов. В периферийных стол-
кновениях не наблюдается влияния кол-
лективных эффектов на рождение мезонов.  
В центральных столкновениях в области 
промежуточных поперечных импульсов 
выход мезонов избыточен. Степень избы-
точности одинакова для всех мезонов и 
составляет 10 – 15 %. В области больших 
поперечных импульсов выходы мезонов 
одинаково подавлены на 10 – 20 %. Ре-

Таблица  2

Значения интегральных выходов мезонов  
различного вида по результатам аппроксимации 

спектров их рождения функцией Тсаллиса

Мезон dY/dy
π0 11,23 ± 0,14 ± 0,10
η 1,35 ± 0,04 ± 0,02
η' 0,14 ± 0,02 ± 0,01
Ks 1,43 ± 0,04 ± 0,03
φ 0,14 ± 0,01 ± 0,01
ω 1,00 ± 0,04 ± 0,03
K * 0,32 ± 0,01 ± 0,01

Примечание : Величины χ2, отнесенные к чис-
лу степеней свободы, были близки к единице.

Рис. 3. Инвариантные спектры по поперечному 
импульсу π0-(1), η-(2), η'-(3), Ks-(4), φ-(5), ω-(6), 
и K *-мезонов (7) в центральных столкновениях 

ядер дейтерия и золота.  
Пунктиры – результаты аппроксимации спектров 

функцией Тсаллиса при фиксированных значениях 
параметров n = 10,3 и T = 0,131 + 0,108m0
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зультаты измерения факторов ядерной мо-
дификации для ω- и K*-мезонов подтверж-
дают факт слабой зависимости эффектов 
начального состояния от массы мезонов и 
их кваркового состава [1, 4].

Заключение

В настоящей статье представлены экс-
периментальные результаты по исследова-
нию рождения ω- и K *-мезонов в столкно-
вениях ядер дейтерия и золота при энергии  

NNS = 200 ГэВ. Измерения выполнены для 
пяти классов столкновений по централь-
ности в области поперечных импульсов от 
3 до 13 ГэВ/c для ω-мезонов и от 1,30 до 
8,75 ГэВ/c для K *-мезонов. На основе из-
меренных в работе инвариантных спектров 
по поперечному импульсу ω- и K *-мезонов 
и существующих результатов исследования 
других легких мезонов проведено систе-
матическое исследование формы спектров 
рождения мезонов в центральных столкно-
вениях ядер дейтерия и золота.

Установлено, что для описания спектров 
целесообразно использовать функциональ-
ную зависимость на основе распределе-
ния Тсаллиса, применяемую для описания 
спектров рождения частиц в столкновениях 
протонов [8]. Поведение факторов ядерной 
модификации для ω- и K *-мезонов, изме-
ренных в данной работе, согласуется с по-
ведением факторов ядерной модификации, 
полученных нами ранее для других мезонов. 
Указанный экспериментальный результат 
подтверждает факт слабой зависимости эф-
фектов начального состояния от массы ме-
зонов и их кваркового состава.

Работа поддержана Российским фон-
дом фундаментальных исследований, грант  
№ 12-02-31362 мол_а.

Рис. 4. Зависимости факторов ядерной  
модификации для π0-(1), η-(2), η'-(3), Ks-(4), 
φ-(5), ω-(6) и K *-мезонов (7) от поперечного 

импульса в центральных (0 – 20 %) (а)  
и периферийных (60 – 88 %) (б) столкновениях 

ядер дейтерия и золота.  
Вертикальные прямоугольники вблизи правых 
осей ординат соответствуют систематическим 

ошибкам определения величины Nст
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Invariant transverse momentum spectra obtained for K *- and ω- mesons in d + Au collisions at 200 GeV 
have been presented. Comparison of the obtained results with existing measurements for π0-, Ks-, η-, η'- and 
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полное и неполное аддитивные удвоения переменных  
в линейных системах с постоянными коэффициентами

Дифференциальные уравнения и их системы, не связанные ни с какой ва-
риационной задачей, предлагается привести к гамильтоновскому виду и погру-
зить их решения в пучок экстремалей. Для малых импульсов удвоенная систе-
ма уравнений совпадает с исходной плюс уравнения в вариациях. 

Полностью или частично аддитивно удвоенная система линейных уравне-
ний с постоянными коэффициентами имеет гамильтоновскую структуру. Для 
жордановых клеток матрицы коэффициентов системы полное и частичное 
удвоения совпадают с точностью до оператора сдвига, представимого в базисе 
собственных и присоединенных векторов нильпотентной матрицей. 

дифференциальное уравнение; система дифференциальных уравнений; 
матрица Жордана; полная, алгебраическая и спектральная кратности.

Введение

В 1987 году Ю.Г. Павленко и  С.И. Зе-
ленский предложили метод удвоения пере-
менных  [1]. Суть метода состоит в следую-
щем. Для системы уравнений 

( , ),  , ,  

: ( ) , Lip ( ), 1(1)

mi
i

m loc

dx
f t t T X R

dt
f T X R f X i m

= ∈ ∈ ⊂

× → ∈ =

x x

вводится гамильтониан ( , , ) : ( , ),E t =x y y f  
порождающий ассоциированную систему 
на импульс

1

,  1(1) .
m

ji
j

j i

fdy
y i m

dt x=

∂
= − =

∂∑
Очевидно, что ассоциированная систе-

ма совпадает с уравнениями в вариациях 
для исходной системы [2]. При этом вво-
дится вектор 

z:=(x1, …, xm, y1, …, ym)∈R2m,

и если F(t,z) – функция класса С1(T × X × Y),  
[A,B] – скобки Пуассона, то тогда можно 
ввести дифференциальный оператор 

1

:
m

v i
i i

L v
z=

∂
=

∂∑

(производную F вдоль поля v = dz / dt):

1
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v F E
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∂
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∂
∂ ∂ ∂

= + = +
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Тем самым вводится алгебра Ли, по-
рожденная линейным дифференциальным 
оператором Lv. 

Авторы статьи [1] указывают, что удвое-
ние переменных «позволяет привести к га-
мильтоновой форме уравнения и системы 
уравнений, полученные феноменологиче-
ски и не являющиеся экстремалями какой-
либо вариационной задачи». 

Недавно нами была опубликована рабо-
та [2], где идея аддитивного удвоения полу-
чила некоторое развитие, а именно: вместо 
исходной системы уравнений была рассмо-
трена возмущенная система

( , ),
d

t
dt

= +
x

f x y

имеющая гамильтониан 

1 0

( , , ) ( , )
iym

i i
i

E t f t dz
=

= +∑ ∫x y x z
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такой, что E(t, x, 0) = 0.
Ассоциированная система есть

( , ) ( , ).
d

t t
dt

= − +
y

f x f x y

Тогда очевидно, что если ,  << •y x  –  
какая-либо норма, то получается вариант 
исходного удвоения переменных. По опи-
санной схеме, в частности, были рассмотре-
ны наиболее изученные системы линейных 
уравнений с постоянными коэффициента-
ми.

Использование этой схемы удвоения по-
зволило получить следующие результаты: 

а) существует пучок экстремалей (xy(t)), 
локально близкий к траектории исходно-
го уравнения (системы уравнений) (x(t)).  
Иначе, 

U( ) X, U(0) Y

U(0) U( ),

∀ ⊂ ∃ ⊂ ⇒

⇒ ∈ → ∈
y

y

x
y x x

где U(0) – окрестность нуля, U(xy) – окрест-
ность экстремалей пучка в W2

(1)(T) (T – про-
межуток или сегмент вещественной оси),  
Χ – множество векторов (x), Υ – множе-
ство векторов импульсов (y). 

Можно показать, что Y = Xτ (Xτ – про-
странство векторов, касательное к X);

б) плотность распределения лагранжиа-
на Λ(t, x, dx/dt), порожденного исходной и 
ассоциированной системами, определяется 
применением стандартного преобразования 
Юнга – Лежандра [3]. Например, в скаляр-
ном случае плотность лагранжиана имеет 
вид

( ), , ,

dx
dt

x

dx dx dx
t x x f z dz

dt dt dt

 ϕ 
     Λ = ϕ − −    

    
∫

где ϕ – распределение, обратное f (ϕ = f –1). 
Очевидно, что если y = 0, то ϕ(dx/dt) = x,  

а Λ = 0. Итак, с исходным дифференци-
альным уравнением связано условие экс-
тремума:

( ) : , , .
dx

S x t x dt
dtΤ

Τ

 δ = δΛ  
 ∫

Экстремали SΤ(x) совпадают с графиком 
(Τ, x(t)) исходного уравнения при y(0) = 0, 
y(t) = 0, t ∈ Τ. В первоначальном варианте 
теории, представленной в работе [1], га-

мильтониан вырожден, Λ = 0 (тождествен-
но) и никакого условия экстремума не су-
ществует. Видим, что аддитивное удвоение 
переменных не только дополняет исходную 
систему до гамильтоновой, но и позволяет 
явно сформулировать условие экстремума;

в) пусть f – аналитическое распределе-
ние в окрестности 

x + y ∈ U(x0) ⊂ Χ:

( ) exp ( ) ( ) ( ) ... .
d

f x y y f x f x yf x
dx

 + = = + + 
 

Тогда, пренебрегая членами O(y), по-
лучаем удвоение, описанное в работе [1], 
с вырожденным гамильтонианом. Если же 
сохранить линейное по y слагаемое в сте-
пенном ряду и пренебречь слагаемыми 
O(y2), то 

( )2( , )
( ) :

'( )

x f t x
S x dt

f xΤ
Τ

−
= ∫



и решение задачи на экстремум SΤ(x) рав-
носильно решению исходной системы по 
методу наименьших квадратов с весовым 
множителем 1/f '(x). 

Некоторые замечания по терминологии

Согласно результатам работы [2], в ис-
ходной системе координата складывается с 
импульсом, что позволяет естественно ис-
пользовать каноническое преобразование 
от координат к импульсам [3]. 

Рассмотрим любую линейную комби-
нацию координат и импульсов, например 
x + λy с параметром λ. Такая постановка 
интересна в задачах несингулярного воз-
мущения. Влияние указанного параметра  
регламентировано известными теоремами 
о зависимости решения от параметра. Оче-
видно, что на гамильтонову структуру удво-
енной системы параметр λ совершенно не 
влияет.

Далее, в аддитивном удвоении различа-
ется полное и частичное удвоение перемен-
ных. Например, в линейной системе 

x ax b= +

с матрицами a и b удвоение можно вести по 
всем компонентам вектора x (полное удво-
ение) либо только по компоненте строки 
(частичное удвоение).
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Вышеизложенное  относится и к си-
стемам с параметром. В обоих случаях 
аддитивно удвоенная система остается га-
мильтоновой. Очевидно, что для матриц 
скалярного типа полное и частичное удвое-
ния совпадают.

Наряду с приведенным выше аддитив-
ным удвоением переменных можно  рас-
смотреть мультипликативное удвоение в 
различных вариантах, например в таких:

( ),  ( ).= = x yf x x f yx
Пусть f – линейный оператор, пред-

ставимый матрицей a и вектором сдви-
га b. Тогда в исходной системе уравнений 
x ax b= +  мультипликативное удвоение 
переменных принимает следующий вид:

1

,  1(1) ,  dim( ).
m

i i ij j i
j

x y a x b i m m x
=

= + = =∑

В тензорной нотации: 
пусть 1diag( ) ,m

i iy y ==  тогда мультиплика-
тивное удвоение при левой мультиплика-
ции приводит к такой системе для коорди-
нат вектора x: 

,x yax b= +

где ( )i ij jax a x=  – вектор-столбец; ( ) ,i i ik kj jyax y a x= δ
( ) ,i i ik kj jyax y a x= δ  причем суммирование ведется 

по значкам k и j, i = 1(1)m.
При правой мультипликации получает-

ся такая система дифференциальных урав-
нений:

( ) ,tx ax y b= +

где ( )tax  – матрица-строка.
При y = I (I – матричная единица) 

мультиплицированное уравнение совпадает 
с исходным.

Аддитивное удвоение в линейных системах  
с постоянными коэффициентами

Общий случай. Дана задача Коши для 
системы с постоянными коэффициентами:

0, (0) 0.
dx

ax b  x x
dt

= + − =

Для каноничности системы (1) необхо-
димо и достаточно, чтобы Sp(a) = 0. В об-
щем случае это не так и след матрицы ко-
эффициентов может быть отделен от нуля.  

Пусть выполняется процедура полного 

аддитивного удвоения переменных. В этом 
случае y-градиент гамильтониана определя-
ется как

( ) , 1(1) ,ij j j i
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E
a x y b  i m

y
∂

= + + =
∂

где m = dim(x, b). 
Тогда

2

1 , 1 , 1
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ii i i ij j i ij j
i i j i j
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Е x y a y y a x y a y

y y ax y ay
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∑ ∑ ∑

при этом штрих у суммы означает, что  
i ≠ j. 

Удвоенная система уравнений имеет 
вид

,
x x

b
y y

   
= α +   
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



где матрица α – блочная, 

   diag
.

0    

t

t

a  a a a

         a

 + −
α =   − 

Ясно, что Sp(α) = 0 и удвоенная сис- 
тема – действительно, каноническая (га-
мильтова) в целом и по каждой паре ком-
понент xi, yi. Роль энергии системы играет 
Ε(x, y). 

Пусть y(0) = y0. Если y0 ≠ 0, то оче-
видно, что y(t) ≠ 0. Тогда решение удво-
енной системы совпадает с экстремалью 
в окрестности U(y0) вектора y0. Траекто-
рия xy(t):= x(t, y) удвоенной системы есть 
проекция экстремали пучка на множество  
(x(t, y)) траекторий исходной системы. При 

0 0,  ( , ) ( )y x t y x t→ → экстремаль 0 0,  ( , ) ( )y x t y x t→ →  равномер-
но по y ∈ U(y0). Здесь x(t) – решение ис-
ходной системы. 

Например, пусть y мало. Тогда удвоен-
ная система в качестве ассоциированного 
уравнения на импульс (y(t)) имеет как урав-
нение в вариациях, так и (вырожденный) 
гамильтониан ( , ) ( )E x y yf x= , не связан-
ный ни с каким экстремальным условием  
[3 – 6]. Следовательно, аддитивное удвое-
ние реализует сдвиг множества исходных 
траекторий (x(t)) на множество экстрема-
лей (x(t, y)). 

Процедура частичного аддитивного 
удвоения приводит к системе

(1)



Математика

121

( ) ;

, 1(1) ,
≠

 = + + +

 = − =

∑



i ii i i ij j i
j i

i ii i

x a x y a x b  

y a y i m
имеющей гамильтониан 

21
( , ) , , .

2 a
E x y b y y ax y

a
= + +

Тогда матрица коэффициентов удвоен-
ной системы 

diag diag
,

0     diag

a   a

a
 

α =  − 
причем Sp(α) = 0. 

Утверждение о погружении траекторий 
удвоенной системы в пучок экстремалей 
остается в силе [7, 8]. 

Жорданова клетка.  Пусть p – неособая 
матрица m × m и 1 ,a p jp−=  где j – матрица 
Жордана. Такое преобразование единствен-
но с точностью до эквивалентности матриц. 
Исходная система принимает вид

1 .x p jpx b−= +

Если обозначить ,X : px, B : pb= =  то 
исходное уравнение принимает вид

.X jX B= +

Возможны два случая: 
существует собственный базис в X, тог-

да j = diag(λi)i=1(1)m, причем среди характери-
стических чисел могут быть и равные; 

не существует собственного базиса. 
В последнем случае базис дополняется 

до полного присоединенными векторами. 
Пусть, не нарушая общности, в этом случае 
матрица j сводится к одной клетке Жорда-
на. Тогда справедливы утверждения:

1) Спектральная кратность характери-
стического числа λ, dimKer(a – λI) = 1;

2) Полная кратность характеристиче-
ского числа λ, dimKer(a – λI)m(λ) = m и совпа-
дает с алгебраической кратностью харак-
теристического числа λ. Другими словами, 
минимальный и аннулирующий полиномы 
матрицы a совпадают, и матрица j сводится 
к одной (максимальной) клетке Жордана: 
m(λ) = m [9, 10].

Скалярный случай является тривиаль-
ным: полное и частичное аддитивные удво-
ения тождественны, а матрица удвоенной 
системы есть

,   0
.

0,

a  

 a
 

α =  − 
Если существуют присоединенные век-

торы, то исходная система уравнений при-
нимает вид

1 1(1) 1;

.
i i i i

m m m

X X X B  i m

X X B

+
 = λ + + = −


= λ +





Полное аддитивное удвоение порожда-
ется гамильтонианом Ε(X,Y) таким, что

1 1( ) ,  

1(1) 1;

( ) ,

i i i i i
i

m m m
m

E
X Y X Y B

Y

i m

E
X Y B

Y

+ +

∂λ + + + + = ∂ = −
 ∂λ + + =

∂
откуда получается следующее выражение 
для гамильтониана:

2

1 1

1

1 1
1 1

( , )
2

( ) ,

m m

i i i
i i

m m

i i i i i i
i i

E X Y Y X Y

X Y Y Y BY

= =

−

+ +
= =

λ
= + λ +

+ + +

∑ ∑

∑ ∑
или

2
( , ) ,

2
( ), , ,

E X Y Y X Y

X Y Y B Y

λ
= + λ +

+ τ + +

где τ – нильпотентный (порядка m) опера-
тор сдвига, такой, что τm = 0, τm – 1 ≠ 0. 

Следовательно, удвоенная система урав-
нений имеет вид

( )
1 1

1 1 1

( ) ,

1(1) 1; ;

; , 2(1) .

i i i i i i

m m m m

i i i i

X X Y X Y B  

i m  X X Y B

Y Y  Y Y Y  i m

+ +

−

 = λ + + + +
 = − = λ + +


= −λ = −λ − =





 

Матрица коэффициентов удвоенной си-
стемы имеет вид

,   diag
colon .

00,   

t

t

X j j j j X B

YjY

   + −    
= +          −      





При неполном аддитивном удвоении 
энергия системы определяется тождествами:

1( ) ,   1(1) 1;

( ) .

i i i i
i

m m m
m

E
X Y X B i m

Y

E
X Y B

Y

+

∂ = λ + + + = −∂


∂ = λ + +
∂
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Следовательно,

2
( , ) , , ,

2
E X Y Y X Y X Y B Y

λ
= + λ + τ +

и удвоенная система остается по-прежнему 
блочной: 

, diag
colon .

00, t

j  jX X B

Y jY

       
= +         −      





Итак, в результате проведенного анали-
за можно утверждать следующее:

1. Полностью или частично аддитивно 
удвоенная система линейных уравнений с 
постоянными коэффициентами имеет га-
мильтонову структуру. Это означает, что 
след матрицы Sp(α) коэффициентов α удво-
енной системы всегда равен нулю.

2. Для жордановых клеток матрицы ко-
эффициентов системы полное и частич-
ное удвоения совпадают с точностью до 
оператора сдвига, представимого в базисе 
собственных и присоединенных векторов 
нильпотентной матрицей. 
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Идентификация и Статистическая проверка устойчивости 
модели Вольтерры 

В статье рассматриваются некоторые аспекты модели Вольтерры. Основное 
внимание уделяется определению области устойчивости в пространстве пара-
метров модели и статистической проверке устойчивости. 

МОДЕЛЬ ВОЛЬТЕРРЫ, ИДЕНТИФИКАЦИЯ, УСТОЙЧИВОСТЬ, СТАТИСТИЧЕСКАЯ 
ПРОВЕРКА.

Введение

В задаче прогнозирования того или ино-
го процесса (экономического, социального, 
биологического и т. п.) единственным ис-
точником фактической информации служат 
данные наблюдений, представимые в виде 
таблиц чисел. Здесь прослеживается связь с 
задачами анализа экспериментальных дан-
ных. Чтобы преодолеть ситуацию «черного 
ящика», в ряде случаев бывает целесообраз-
но выбрать какую-нибудь известную мате-
матическую модель в качестве отправного 
пункта поиска подходящей модели, тре-
буемой для интерпретации наблюдаемых 
данных. Например, в теории экономиче-
ских циклов имеется динамическая модель 
Гудвина [1] на основе системы Лотки – 
Вольтерры [2], связывающая пару величин. 
Однако модель такого вида является слиш-
ком «жесткой», поскольку демонстрирует 
единственный сценарий (замкнутые тра-
ектории). Простое продолжение на основе 
общей системы Вольтерры ведет к более 
вариативной модели [3]. При этом важная 
величина, характеризующая эластичность в 
паре переменных, остается в пределах клас-
са дробно-линейных выражений. Здесь сле-
дует подчеркнуть, что выбор типа модели 
всегда является прерогативой предметного 
исследователя и не требует особых усилий 
в плане обоснования, так как ошибка выбо-
ра непременно приводит к ситуации, когда 
дисперсии оценок параметров относитель-
но велики, а сами оценки параметров не 
проходят статистического тестирования, 
что означает отклонение модели. 

В процессе реализации  выбранного 
типа модели возникает весьма обширный 
круг задач. Однако ниже мы ограничимся 
рассмотрением лишь следующих этапов: 
оценка параметров модели; определение (в 
пространстве параметров) области устой-
чивости точного решения; статистическая 
проверка принадлежности параметров об-
ласти устойчивости. Остальные вопросы 
предполагается рассмотреть в дальнейших 
публикациях. 

Постановка задачи

Предположим, что для пары неких пред-
метных величин x и y требуется выяснить 
функциональную зависимость между ними 
на основании исходных данных, представи-
мых в виде пары временных рядов наблю-
дений ξ и η. Пусть известно, что данные на-
блюдений имеют шаг δ по шкале времени 
t на промежутке 0 0 .mt t t= ≤ ≤  Временные 
ряды  ( )iξ = ξ  и   ( )iη = η  можно рассма-
тривать как сеточные функции на равно-
мерной сетке 

: { : 0, }.it i i mδω = = δ =

При дальнейшей обработке данных нам 
понадобятся следующие числовые характе-
ристики: 

1

: (1 / ) ;
m

i
i

m
=

ξ = ξ∑  
1

: (1 / ) ;
m

i
i

m
=

η = η∑

1

cov( , ) : (1 / ) ( )( ).
m

i i
i

m
=

ξ η = ξ − ξ η − η∑
С  целью обнаружения и обоснования 

функциональной зависимости широко 
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применяют методы регрессионного анали-
за. Традиционные подходы связаны с поис-
ком уравнений регрессии на основе явных 
форм: 

( ; )y Y x= ζ  или ( ; ),x X y ′= ζ

где ,ζ  ′ζ  – списки определяемых параме-
тров. 

Между тем в каких-то случаях путь рас-
сеяния данных может свидетельствовать в 
пользу выбора неявной формы: 

( , ; ) 0.x yΦ ζ =

Обобщенный подход связан с описани-
ем на основе параметризации. C этой точки 
зрения графиком искомой функциональ-
ной зависимости будет некая геометриче-
ская кривая, представимая как множество 
всех эквивалентных путей 

{ ( ( ), ( ))},p x p y p 



параметризующих эту кривую. 
Достаточно гладкая общая кривая, за-

данная уравнением ( , ) 0,h x y =  допускает 
параметризацию с помощью решения за-
дачи Коши для «почти гамильтоновой» си-
стемы вида 

( , ) ( , );

( , ) ( , ).

dx h
a x y x y

dt y

dy h
a x y x y

dt x

∂ = − ∂


∂ = − ∂
Начальные условия при 0t = имеют 

вид: 

0(0) ,x x=  0(0) ;y y=  0 0( , ) 0.h x y =

С  другой стороны, параметризо-
ванная кривая, заданная уравнениями 
( , ) ( ( ), ( )),x y x t y t=    имеет представление в 
виде локально конечного объединения об-
щих кривых, уравнения которых могут быть 
получены путем исключения параметра t из 
параметрических уравнений. 

Отдельно взятый путь

( ( ), ( )),t x t y t

где t – параметр времени, может служить 
описанием процесса [4, 5]. 

Динамическая модель процесса

Пусть через t обозначено время. Пусть 

гладкий путь ( ( ), ( ))x t y t  служит изображе-
нием наблюдаемого процесса. Тогда можно 
принять динамическую модель (с непре-
рывной шкалой времени) на основе си-
стемы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ): 

1

2

( , );

( , ),

x F x y

y F x y

=


=





где F = (F1, F2) – гладкое векторное поле. 
Как было отмечено выше, выбор вы-

ражений F1 и F2 остается за предметным 
исследователем в соответствии с предпо-
чтениями предметной области. Например, 
нередко авторы работ по математическому 
моделированию экономических процессов 
[4] идут по пути заимствования подходя-
щих динамических моделей из биологии. 
Фактически эти заимствования с учетом 
тех или иных традиционных предположе-
ний [1] определяют общий вид ожидаемых 
динамических систем.

Положения равновесия (они же – ста-
ционарные точки) определяются как реше-
ния векторного уравнения F (x, y) = 0.  

Изоклина векторного поля F – это по-
лезная линия, вдоль которой выполняется 
условие вида 

F 0,ν =




т. е. F ⊥ ν




 при F 0,≠


 где 0ν ≠


 – фиксиро-
ванный вектор. 

Ниже используются h-изоклины («гори-
зонтальные», когда 2 0F = ) и v-изоклины 
(«вертикальные», когда 1 0F = ). 

Фактически любая стационарная точ-
ка системы ОДУ (1) реализуется как точка 
пересечения v-изоклины и h-изоклины. 

Специфика динамической модели. При 
моделировании процессов в ряде предмет-
ных областей (к числу которых относятся 
экономика, социология, биология, химия, 
и т. п.) встречаются неотрицательные пред-
метные величины, которые могут прини-
мать только неотрицательные значения. 
Предполагается, что 0x >  и 0y >  – имен-
но такие величины. Тогда можно несколь-
ко уточнить общий вид уравнений динами-
ческой системы  (1), чтобы автоматически 
иметь описание в положительном конусе: 

2 : {( , ) : 0, 0}.x y x y+ = > >R

(1)



126

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 1(189) 2014

С этой целью достаточно принять 

1( , ),x x f x y=  2( , ).y y f x y=

Заметим, что сделанный выбор соответ-
ствует специфике популяционной динами-
ки по Колмогорову [3]. 

На основании данной динамической 
модели можно написать ОДУ: 

1

2

( , )
.

( , )
f x yx dy

y dx f x y
=

Выражение левой части этого уравнения 
обычно называют эластичностью. Таким 
образом, эластичность выражается форму-
лой: 

2

1

( , )
( , ) .

( , )
f x y

x y
f x y

∋ =

Идентификация модели. Ниже использу-
ется описание в положительном конусе 2 .+R  
В таком случае динамическая модель  (2) 
приобретает следующий вид: 

1

2

( , );

( , ).

x
f x y

x
y

f x y
y

 =

 =






Очередной этап сводится к нахождению 
правых частей этих дифференциальных 
уравнений по имеющимся наблюдаемым 
данным, заданным в виде пары временных 
рядов ξ и η. 

При отсутствии каких-либо иных сооб-
ражений можно предположить, что пред-
метный исследователь сделал выбор, при-
няв решение о поиске 1( , )f x y  и 2( , )f x y  в 
виде многочленов от ( , )x y  степени .k≤  

В линейном случае ( 1)k =  порядок дей-
ствий состоит в следующем. Наряду с име-
ющимися наблюдаемыми временными ря-
дами ξ и η можно ввести для величин /x x  
и /y y  вычисляемые временные ряды  
φ = (φi) и ψ = (ψi): 

: ;t
ξ

ϕ =
ξ

 : .t
η

ψ =
η

Временные ряды ξ и η рассматриваются 
как сеточные функции, так что ξi  и ηi – это 
стандартные обозначения разностных про-
изводных: 

1( ) ;i i
it

−ξ − ξ
ξ =

δ  
1( ) .i i

it
−η − η

η =
δ

Далее, с целью определения коэф-
фициентов многочленов правой части 
можно применить метод наименьших 
квадратов  (МНК) по схеме «2 × 3». В ре-
зультате получим дифференциальные ра-
венства вида: 

1 11 12 ;
x

x y
x

= α + β + β


 2 21 22 .
y

x y
y

= α + β + β


Для определения двух троек чисел (α1, 
β11, β12) и (α2, β21, β22) стандартные оценки 
по методу МНК в матричной форме имеют 
вид: 

1;B DC −=  1 2( , ) ( , ) ( , ) .T T TBα α = ϕ ψ − ϕ ψ

С  использованием сокращенных обо-
значений ( : cov( , ))cξη = ξ η  матрицы в (4) 
вводятся следующим образом: 

11 12

21 22

: ;B
β β 

=  β β 
 : ;

c c
C

c c
ξξ ξη

ηξ ηη

 
=  

 

 : .
c c

D
c c

ϕξ ϕη

ψξ ψη

 
=  

 
В итоге соотношения (3) могут быть за-

писаны в виде системы ОДУ: 

1 11 12

2 21 22

( );

( ).

x x x y

y y x y

= α + β + β


= α + β + β





Важно отметить, что в популяционной 
динамике система ОДУ такого вида извест-
на как общая система Вольтерры (ОСВ). 

Выбранная динамическая модель  (5) 
характеризуется дробно-линейной эластич-
ностью: 

2 21 22

1 11 12

( , ) .
x y

x y
x y

α + β + β
∋ =

α + β + β

Расширенная матрица параметров мо-
жет быть записана следующим образом: 

10 1 11 12

20 2 21 22

:
: .

:
B

β = α β β 
=  β = α β β 

Вычеркивая столбцы этой матрицы, вы-
числяем миноры второго порядка: 

0 11 22 12 21: det ;d B= = β β − β β

1 1 22 2 12: ,d = α β − α β  2 1 21 2 11: .d = α β − α β

(2)

(3)

(4)

(5)
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Полученная динамическая модель изо-
бражается «точкой» в пространстве матриц 
B  размера 2 × 3. Равенства (4) позволяют 
перейти к укороченному описанию, так что 
модель процесса однозначно определяется 
квадратной матрицей B размера 2 × 2. 

Чтобы развернуть процесс во времени, 
следует найти решение ( ( ), ( ))x t y t  задачи 
Коши для системы ОДУ (5) при 0t >  с ис-
пользованием начальных условий: 

0(0) ,x = ξ  0(0) .y = η

Влияние матрицы параметров модели  
на характер процесса

Положения равновесия и изоклины. По 
итогам проделанной идентификации век-
торное поле F приобретает компоненты: 

1 1 11 12: ( );F x x y= α + β + β

2 2 21 22: ( ).F y x y= α + β + β

Для более наглядного представления 
положений равновесия можно выделить 
полезные линии: 

v-изоклины Oy и L1:1 1 11 12: 0;L x yα + β + β =  
h-изоклины Ox и L2:2 2 21 22: 0.L x yα + β + β =  
Тривиальные стационарные точки рас-

положены на координатных осях Ox и Oy: 

0 : (0, 0);P =  1 1 1: ( , 0) ;P x L Ox= ∈ ∩

2 2 2: (0, ) .P y L Oy= ∈ ∩

По умолчанию подразумевается, что 

1L Ox≠  и 2 .L Oy≠  Условия реализации то-
чек 1P  или 2 :P  

если 11 0,β ≠  то 1 1{ }L Ox P∩ =  и 

1 1 11/ ;x = −α β  
если 22 0,β ≠  то 2 2{ }L Oy P∩ =  и 

2 2 22/ .y = −α β  
Нетривиальная стационарная точка 

* * * 1 2: ( , )P x y L L= ∈ ∩  

определяется в случае 1 2L L≠  как решение 
системы линейных уравнений: 

1 11 * 12 *

2 21 * 22 *

0;

0.

x y

x y

α + β + β =


α + β + β =
Условие реализации точки *P  (суще-

ствование и единственность) состоит в не-
вырожденности матрицы B: 

1 2 *{ } det 0.L L P B∩ = ⇔ ≠

По формулам Крамера имеем: 

0 * 1,d x d= −  0 * 2.d y d=

Процесс и его модель называются невы-
рожденными, если det 0.B ≠  В настоящей 
работе не обсуждаются иные возможности, 
ведущие к возникновению стационарных 
решений. 

Центрированные процессы. Процесс и 
его модель называется центрированными, 
если 1 2 *{ }L L P∩ =  и 2

*P +∈ R  (точка *P  яв-
ляется внутренней точкой положительного 
конуса.) 

Условие реализации центрированного 
процесса: 

1 0 0,d d <  2 0 0.d d >

Остальные процессы. Нецентрирован-
ные случаи появляются всякий раз, когда 
имеет место одно из двух условий: 

либо (1) det 0,B ≠  но 2
* ;P +∉ R  

либо (2) det 0.B =  
Генезис модели Вольтерры. Невырож-

денная модель M с матрицей B ведет свое 
происхождение от некой невырожденной 
модели 0Μ  с матрицей 0,B  если их матри-
цы принадлежат связной открытой области 
Θ  пространства матриц 2 × 2, а соответ-
ствующие стационарные точки ( *P  и 0,*P ) 
принадлежат заранее заданному выпуклому 
открытому конусу K на плоскости пере-
менных (x, y). При этом в области Θ  не 
должно быть вырожденных матриц. При 
рассмотрении центрированных моделей 
следует принять 2: .+Κ = R  

Пусть 0Μ  – это какая-либо известная 
модель (например, имеющая уникальное 
наименование и зафиксированная в лите-
ратурных источниках). Если область Θ  – 
максимальная среди всех, отвечающих ука-
занным требованиям, то такая область Θ  
интерпретируется как клан модели 0.Μ  

Расслоение пространства параметров мо-
дели. Этот подход способствует визуализа-
ции и позволяет выявить детально структу-
ру границы того или иного клана. 

Сначала введем структурированное 
арифметическое пространство 4

BR  как про-
странство всех квадратных матриц B разме-
ра 2 × 2. Возьмем за основу «перекрестное» 
представление: 

(6)

(7)
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4 2 2
11,22 12,21,B ≅ ×R R R

где 2
11,22R  и 2

12,21R  состоят из пар 11 22( , )p = β β  
и 12 21( , ).q = β β  

Тем самым мы можем рассматривать 
4
BR  как объединение всех слоев

2
11,22: { }.q qΣ = ×R

В силу данного расслоения простран-
ства 4

BR  возникает расслоение какой-либо 
области U в виде семейства слоев 

: ( pr ),q qU U q U= ∩ Σ ∈

где prU – это проекция U в пространстве 
2
12,21.R  

При этом возникает сопутствующая за-
дача: требуется определить край qU∂  каж-
дого слоя qU  при всех pr .q U∈  

Область U и ее граница U∂  могут быть 
восстановлены путем объединения всех 
слоев области U. 

Две области центрированных моделей. В 
случае невырожденной модели из сравне-
ния формул (4) и (7) находим: 

1
* *( , ) ( , ) ( , ) ;T T Tx y B −= ξ η − ϕ ψ

22 12
* ;

det
x

B
β ϕ − β ψ

= ξ −  11 21
* .

det
y

B
β ψ − β ϕ

= η −

Чтобы несколько упростить дальнейшие 
выкладки, введем многочлены второго по-
рядка от βij: 

* 22 12det ( );u B= ξ − β ϕ − β ψ

* 11 21det ( ).v B= η − β ψ − β ϕ

Модель с матрицей B реализуется как 
центрированная, если (и только если) вы-
полняется один из двух вариантов усло-
вий: 

1) когда det 0B >  и * *min( , ) 0;u v >

2) когда det 0B <  и * *max( , ) 0.u v <  

Пусть область U ′  пространства 4
BR  

определяется условиями варианта 1. Ее гра-
ница U ′∂  может быть составлена из кусков 
трех алгебраических гиперповерхностей 
второго порядка: 

det 0;B =  * 0,u =  * 0.v =

Если же придерживаться расслоения, 
то в проекции на пространство 2

11,22R  край 

qU ′∂  произвольно взятого слоя qU ′  форми-
руется из кусков ветвей трех гипербол: 

det 0;B =  * 0;u =  * 0.v =

Особую роль играют места соединения 
разных кусков границы. В частности, что-
бы определить точки пересечения гиперпо-
верхностей * 0u =  и * 0,v =  можно соста-
вить систему: 

12 22

21 11

det ;

det .

B

B

ξ + β ψ = β ϕ


η + β ϕ = β ψ
Как следствие этой системы выводится 

уравнение сборки границы: 

12 21det( )( det ) 0.B Bξη + β ψη + β ϕξ − ϕψ =

В дальнейшем выражение 

12 21:
β ψη + β ϕξ − ϕψ

χ =
ξη

рассматривается как характеристика сбор-
ки границы (из кусков). 

Все эти рассуждения переносятся без 
изменений на случай другой области ,U ′′  
определяемой по варианту 2. 

Рамочные условия. Дальнейшие выклад-
ки будут правомерны, если исходные вре-
менные ряды ξ и η отвечают определенным 
требованиям. 

Чтобы обеспечить специфику, по умол-
чанию подразумевается, что указанные 
временные ряды – положительные: 0iξ >  
и 0iη >  для всех 0, .i m=  Таким образом, 
всегда имеем 0ξ >  и 0.η >  

Однако средние значения ϕ  и ψ  вы-
числяемых рядов φ и ψ могут повлиять на 
схему сборки границы области центриро-
ванных моделей (в каждом из двух случа-
ев). Выделим условия, руководствуясь сле-
дующим определением: 

исходные данные (временные ряды ξ 
и η) находятся в общем положении, если 

0ϕ ≠  и 0.ψ ≠  
Другие случаи, когда 0ϕ =  или 0,ψ =  

не рассматриваются в настоящей работе. 
В ситуации общего положения комбина-
ция знаков (sgn , sgn )ϕ ψ  может указывать 
на выбор первого из четырех главных кла-
нов. Для каждого из этих кланов его образ 
при проекции в 2

12,21R  совпадает с первой 
из четырех компонент связности области 
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12 21 0.β β ≠  Ниже приводятся расчеты для 
одного из реальных кланов. 

Клан модели Лотки – Вольтерры. В 
динамической модели  (5) система Лот-
ки – Вольтерры  (СЛВ) реализуется, если 

12 21 0β β <  и 11 22 0.β = β =  
Имеются две возможности: либо  ( ),aq Q∈  

либо  ( ).bq Q∈  Обозначения: 

( ) 12 21 12 21: { ( , ) : 0, 0},aQ q= = β β β < β >  

( ) ( ): .b aQ Q= −

Варианты (a) и (b) различаются лишь 
«направлением обхода» траекторий. Поэто-
му имеет смысл ограничиться рассмотре-
нием одного из вариантов СЛВ, например 
(a). 

Пусть для определенности в исходной 
ситуации общего положения имеют место 
следующие условия: 0,ϕ >  0.ψ <  Тогда 
для всех ( )aq Q∈  при 11 22 0β = β =  выполня-
ются неравенства: 

* 12 0,u = ξκ + β ψ >  * 21 0,v = ηκ + β ϕ >

где 12 21: 0.κ = −β β >  
Тем самым все реализации СЛВ  (a) – 

центрированные. 
Все модели клана СЛВ (a), который да-

лее обозначается через G, относятся к обла-
сти det 0.B >  Характеристика сборки гра-
ницы: 0.χ < . Основная часть границы G∂  
клана G формируется из трех кусков: 

1 11: {det 0, 0};H B= = β >

2 *: { 0, det 0};H v B= = ≥  

3 *: { 0, det 0}.H u B= = ≥
Куски 2H  и 3H  соединяются вдоль 

многообразия L при 11 0.β <  Многообразие 
L размерности 2 определяется системой ли-
нейных уравнений: 

22 12

11 21

0,

0.

β ϕ − β ψ =

β ψ − β ϕ =

Очевидно, что det 0B =  на L. Если рас-
сматривать произвольно взятый слой ,qG  
то его край 

1 2 3( ) ( ) ( ) .q q q qG H H H∂ = ∪ ∪

В проекции на 2
11,22R  возникают следу-

ющие отождествления: 1( )qH  – ветвь ги-
перболы 11det 0 ( 0);B = β >  2( )qH  – кусок 

ветви гиперболы * 0(det 0);v B= ≥  3( )qH  – 
кусок ветви гиперболы * 0(det 0).u B= ≥  

Пересечение qL ∩ Σ  проектируется в 
точку 

21 12( ) : ( / , / ).Lp q = β ϕ ψ β ψ ϕ

Остаточная часть границы состоит 
из кусков, допускающих расслоение при 

12 21 0,β β =  точнее, при ( ).aq Q∈ ∂  

Условия устойчивости модели Вольтерры

Линеаризация в окрестности нетривиаль-
ного положения равновесия. Перейдем к но-
вым переменным: 

* 1,x x= + ζ  * 2.y y= + ζ

Система (5) преобразуется в систему 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний: 

1 * 11 1 12 2 1 11 1 12 2

2 * 21 1 22 2 2 21 1 22 2

( ) ( ),

( ) ( ).

x

y

 ζ = β ζ + β ζ + ζ β ζ + β ζ


ζ = β ζ + β ζ + ζ β ζ + β ζ





Для использования записей в матрич-
ной форме вводятся обозначения: 

: ( ),ijΓ = γ  1 * 1: ,j jxγ = β  2 * 2: ;j jyγ = β

 1 2( , ) .Tζ = ζ ζ

Матричная запись системы  (8) имеет 
вид: 

1 2diag( , ) .Bζ = Γζ + ζ ζ ζ

Отбрасывая слагаемые вида 2(| | ),O ζ  
приходим к линеаризованной системе: 

.Ζ = ΓΖ  Инварианты матрицы Г выражают-
ся следующим образом: 

11 22 * 11 * 22tr ;x yΓ = γ + γ = β + β

11 22 12 21 * *det det .x yΓ = γ γ − γ γ = Γ

Собственные значения матрицы Г могут 
быть получены как корни ее характеристи-
ческого многочлена 

2det( ) tr det .EΓ − λ = λ − λ Γ + Γ

Линеаризация в окрестности тривиального 
положения равновесия. Сначала вычислим 
для векторного поля F его матрицу Якоби в 
произвольно взятой точке: 

1 1

2 2

/ /
(F')

/ /
T F x F y

F x F y

∂ ∂ ∂ ∂ 
= = ∂ ∂ ∂ ∂ 



(8)

(9)
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1 11 12

21 2 22

     
.

     

f x x

y f y

+ β β 
=  β + β 

Дальнейшая линеаризация системы  (5) 
в окрестности каждой из точек kP  (k = 1, 
2, 3) по известной схеме ведет к получению 
линейной системы: 

;

: (F'( )) .

k

T
k kP

Ζ = Γ Ζ


Γ =





При возникновении необходимости все 
элементы матриц kΓ  могут быть выражены 
через элементы расширенной матрицы .B  

Устойчивость и неустойчивость. Руковод-
ствуясь теорией Ляпунова  [6], можно вы-
делить достаточные условия устойчивости и 
неустойчивости положения равновесия на 
основании спектральных свойств матрицы 
линеаризованной системы. Применимость 
теорем Ляпунова в случае системы (5) обе-
спечивается тем, что отбрасываемые при 
линеаризации слагаемые являются одно-
родными многочленами второй степени. 

Какая-либо квадратная матрица А на-
зывается устойчивой, если ее спектр со-
держится в левой полуплоскости: Re 0.λ <  
Для матрицы размера 2 × 2 условие устой-
чивости равносильно выполнению двух не-
равенств: det 0,A >  tr 0.A >

Нетривиальное положение равновесия 
характеризуется выполнением одного из 
трех случаев: 

если det 0Γ >  и tr 0Γ <  (матрица Г – 
устойчивая), то стационарная точка *P  
асимптотически устойчива (локально); 

если det 0Γ >  и tr 0Γ >  (матрица (–Г) –  
устойчивая), то стационарная точка *P  
вполне неустойчива (локально); 

если det 0,Γ <  то стационарная точка 
*P  неустойчива (коль скоро она является 

седловой). 
Во  всех остальных случаях (когда 

det 0Γ =  или tr 0Γ = ) требуются индиви-
дуальные рассмотрения. В частности, если 
det 0Γ >  и det 0,Γ =  то выпуклая окрест-
ность точки *P  заполнена замкнутыми тра-
екториями [7], так что имеет место простая 
устойчивость.

Как для точки *P , для каждой из точек 

kP  (k = 1, 2, 3) можно составить аналогич-
ные условия устойчивости и неустойчиво-
сти. Формулировки условий здесь не пред-

ставлены, поскольку в рассматриваемых 
ниже задачах точки kP  себя не проявляют. 

Области устойчивости и неустойчивости 
модели Вольтерры. Здесь и далее толкова-
ние термина «устойчивость» связывается с 
выполнением условий устойчивости нетри-
виального положения равновесия. В поряд-
ке очередной задачи требуется определить 
в пространстве 4

BR  связную открытую об-
ласть ,Ω  состоящую из таких матриц B, для 
которых матрица Г – устойчивая. 

Матрицы В и Г связаны соотношением 

* *diag( , ) .x y BΓ =
Все дальнейшие расчеты выполнены в 

клане G, т. е. в клане СЛВ (a). Ввиду того, 
что

* *det det ,x y BΓ =

в клане G имеем: det 0.Γ >  В качестве обла-
сти устойчивости можно принять область

: { : tr 0}.B GΩ = ∈ Γ <

Чтобы существенно упростить выклад-
ки, введем выражение (многочлен третьей 
степени  от βij): 

* 11 * 22: det( ) tr( ) .u vρ = Γ Γ = β + β

С  использованием ρ возникает другое 
представление области устойчивости: 

: { : 0}.B GΩ = ∈ ρ <
Основная часть границы ∂Ω  области 

устойчивости Ω  формируется из трех ку-
сков по списку 0 1 2{ , , },H H H−  где 

0 : { 0, det 0};H = ρ = Γ ≥

1 1: { 0}.H H− = ∩ ρ <
После несложных преобразований мож-

но написать: 

11 22

11 12 22 21

det( )[ ( )]

 ( ) ( ).

Bρ = β ξ + β η − ϕ + ψ +

+ κ ϕ + ψ + β β ψ + β β ϕ

Пересечение гиперповерхностей 
det 0B =  и ρ = 0 имеет вид ,L N∪  где 
многообразие N определяется условиями 
β22 = β12, β11 = β21. Куски границы 0H  и 2H  
соединяются вдоль многообразия L при 

11 0.β <  Куски 0H  и 1H −  соединяются вдоль 
многообразия N при 11 0.β >  

Для произвольно взятого слоя qΩ  об-
ласти устойчивости его край имеет пред-
ставление 



Математика

131

0 1 2( ) ( ) ( ) .q q q qH H H−∂Ω = ∪ ∪

В проекции на 2
11,22R  возникает еще 

одно отождествление, согласно которому  

0( )qH  – кусок алгебраической кривой (тре-
тьего порядка): ρ = 0 при det 0.B ≥  Пере-
сечение qN ∩ Σ  проектируется в точку 

21 12( ) : ( , ).Np q = β β

Остаточная часть границы области 
устойчивости состоит из двух кусков, рас-
положенных на гиперплоскостях β12 = 0 и 
β21 = 0.  

На рисунке показаны геометрические 
объекты в сечении слоем qΣ  (индекс q 
опущен): Ω  – область асимптотической 
устойчивости клана G; 0Ξ  – область впол-
не неустойчивости клана G; 1Ξ  и 2Ξ  – об-
ласти, не задевающие G, составленные из 
множеств, в каждом из которых имеет ме-
сто одно из двух: либо модель нецентриро-
ванная, либо она центрированная, но точка  

*P  – неустойчивая (когда положение рав-
новесия является седловой точкой). 

Устойчивость с точки зрения проверки  
статистических гипотез 

В случае, когда полученные значения 
коэффициентов указывают на устойчивость 
процесса, описываемого системой (3), ис-
следователю хотелось бы выяснить, на-
сколько надежен результат, что, естествен-
но, переводит задачу в область проверки 
статистических гипотез. До этого момента 
даже характерные для статистики форму-
лы использовались лишь в смысле МНК, 
который, как известно, весьма популярен в 
области прикладной статистики.

Теперь нам следует подчеркнуть, что 
вычисленные значения параметров (коэф-
фициентов) системы (3) являются оценка-
ми, которые, в принципе, носят случайный 
характер, и поэтому мы будем их обозна-
чать как ,ijβ



 а обозначения без «крышек» 
использовать для истинных значений, ко-
торые, естественно, считаем неизвестны-
ми. Будем предполагать, что оценки ко-
эффициентов подчиняются нормальному 

Области устойчивости (Ω) и неустойчивости 0 1 2( )Ξ ∪ Ξ ∪ Ξ   
для клана модели Лотки – Вольтерры в случае выполнения  

неравенств: 12 210, 0β < β >
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распределению. Поэтому ближайшая наша 
задача – это выяснение параметров этого 
распределения, а именно  – матрицы дис-
персий и совместных ковариаций. 

Реализации левых частей системы (3), 
как и ранее, обозначаем через φi  и ψi, со-
ответственно, а реализации переменных x и 
y – соответственно через ξi  и ηi, где 0, .i m=  
Перейдем к центрированным значениям 
 ,i iϕ = ϕ − ϕ  где ϕ  − среднее арифметиче-
ское. С  остальными переменными посту-
пим аналогично. Построим выборочную 
матрицу левых частей системы (3): 

  

1 2

1 2

.m

m

A
 ϕ ϕ ϕ

=   ψ ψ ψ 



  


Пусть P – ортогональная матрица, такая, 
что ,T TP AA P = Λ  где Λ  − диагональная ма-
трица. Тогда в строках матрицы TD P A=  
стоят реализации независимых, нормально 
распределенных величин, которые мы обо-
значим через 1z  и 2.z  Рассмотрим систему 
регрессионных уравнений: 

1 11 12 1

2 21 22 2

;

.

z b x b y

z b x b y

= + + ε


= + + ε
Пусть через zB  обозначается (2 × 2)-

матрица параметров системы (10). Тогда 
МНК-оценка этих параметров следует вы-
ражению [8, 9]: 

1( ) ,T T
zB DX XX −=


где X − выборочная матрица центрирован-
ных реализаций переменных x и y, т. е. 

1 2

1 2

.m

m

X
 ξ ξ ξ

=  
η η η 

  



  


Остатки регрессии (10) εj (j = 1, 2) имеют 
нулевое среднее значение, а несмещенные 
оценки дисперсий этих остатков следуют 
выражению: 

2 1 2
1 2

1

( 3) ( ) .
m

j ji j j i
i

m z b b−

=

σ = − − ξ − η∑
 



Обращая внимание на то, что матрица 
коэффициентов при переменных в правой 
части (3) может быть получена по формуле 

1( ) ,T TB AX XX −=


приходим к соотношению 

.zB PB=
 

Отсюда видно, что векторы 

11 12 21 22( , , , ),Tβ = β β β β
    

 11 12 21 22( , , , )Tb b b b b=
    

связаны следующим соотношением [8, 9]:

,Qbβ =




где ортогональная матрица Q составлена из 
элементов P, т. е. 

11 12

11 12

21 22

21 22

0 0

0 0
.

0 0

0 0

p p

p p
Q

p p

p p

 
 
 =
 
 
 

Здесь и далее для какой-либо матрицы 
B = (βij) размера 2 × 2  через β обозначается 
ее развертка в столбец, так что 

11 12 21 22: ( , , , ).Tβ = β β β β

Матрица дисперсий и взаимных кова-
риаций вектора b



 в силу независимости 1z  
и 2z  имеет блочную структуру и выражает-
ся как 

2 1
1

2 1
1

( )
,

( )

T

Tb

XX O
V

O XX

−

−

 σ
=  

σ 






где каждый блок относится к паре коэффи-
циентов соответствующего уравнения. 

Из соотношения (12) следует, что ма-
трица дисперсий и взаимных ковариаций 
вектора β



 равна 

.T
b

V QV Qβ = 

В  рассмотренной выше ситуации мы 
имеем устойчивость, когда точка β с коор-
динатами 11 12 21 22( , , , )β β β β  лежит в области 

,Ω  т. е. когда .β ∈ Ω  Вектор β


 является не-
смещенной оценкой, следовательно, этот 
вектор подчиняется нормальному распре-
делению, т. е. ~ ( , ).N Vββ β 



 Функция плот-
ности этого распределения выражается 
формулой 

( ) exp( ( ) / 2),f cβ = ⋅ −Ψ β − β


где с – множитель нормировки ( 0),c >  Ψ – 
положительно определенная квадратичная 
форма с матрицей 1( )V −

β
  ( ( ) 0).Ψ ⋅ >

В одномерном случае при нормальном 
распределении, проверяя статистическую 
гипотезу, мы имеем в качестве границы 
критической области две точки, располо-
женные симметрично относительно центра 

(10)

(11)

(12)
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предполагаемого распределения. 
В четырехмерном же случае, если про-

веряется гипотеза *
0 : ,H β = β  границей 

критической области будет эллипсоид Wα 
с центром в точке *.β  Функция плотности 
указанного выше распределения прини-
мает на нем постоянное значение, а веро-
ятность того, что точка β с координатами 

11 12 21 22( , , , )β β β β  принадлежит области, огра-
ниченной этим эллипсоидом, равна 1 − α  
(α − уровень значимости). 

В нашем случае гипотеза 0H  имеет вид 
0 : .H β ∉ Ω  Эту гипотезу можно рассма-

тривать как совокупность простых гипотез 
*

0 : ,H β = β  где * .β ∉ Ω  Границей пересече-
ния всех критических областей будет огиба-
ющая семейства эллипсоидов ,Wα  лежащая 
в ,Ω  при условии, что центры эллипсои-
дов (параметры сдвига семейства распре-
делений) пробегают границу ∂Ω  области 

.Ω  Проверку такой гипотезы можно осу-
ществить по следующему алгоритму, осно-
ванному на том, что аргумент и параметр 
сдвига в функции плотности распределения 
занимают симметричное положение. 

Для распределения ~ ( , )N Vββ β 



 находим 
такой эллипсоид Wγ с центром в точке ,β



 
чтобы он касался границы ∂Ω  области ,Ω  
а постоянное значение функции плотности 
этого распределения на границе эллип-
соида было бы максимальным. Тогда если 
вероятностная мера области, ограничен-
ной этим эллипсоидом, будет больше, чем  
(1 – α),  т.  е. (1 ) (1 ),− γ > − α  или γ < α   
(γ − вероятностная мера внешней для эл-
липсоида части четырехмерного простран-
ства), то гипотеза 0H  может быть отвер-
гнута, и мы, в свою очередь, можем быть 
уверены в том, что процесс устойчив. 

Геометрически задача нахождения эл-
липсоида Wγ сводится к нахождению точ-
ки *β  касания этого эллипсоида с границей 
∂Ω  области Ω  и имеет стандартное реше-
ние по методу множителей Лагранжа [10]. 
Введем список * 12 21: { , det , , , }.B vΠ = ρ β β

Каждый кусок границы ∂Ω  области 
Ω  определяется своим уравнением вида  
ω(β) = 0, где .ω ∈ Π  Каждому выражению 
ω из списка Π соответствует своя функция 
Лагранжа 

( ; ) : ln ( ) ( )( ),L fω β λ = β − λ ω β ω ∈ Π

где f(β) − функция плотности, а уравнением 
ω(β) = 0 задается соответствующий кусок 
границы ∂Ω  области .Ω  Из предыдущего 
раздела видно, что точка *β  есть решение 
одной из пяти систем уравнений ( ) :ω ∈ Π  

( ; )
0 ( , 1,2), ( ) 0.

ij

L
i jω∂ β λ

= = ω β =
∂β

За окончательное решение *β  принима-
ем такое, которое дает большее значение 
правдоподобия *( ) ,f fγβ =  и тем самым по-
лучаем искомый эллипсоид 

{ : ( ) },W f fγ γ= β β =

а вероятностную меру области, ограничен-
ной этим эллипсоидом, сравниваем с вы-
бранным уровнем доверия (1 – α).

В случае относительно небольшого объ-
ема выборки для проверки 0H  здесь можно 
воспользоваться, например, статистикой

* 1 *( ) ( ),Tr V −
β= β − β β − β

 

которая имеет распределение, близкое к 
χ-квадратному, с числом степеней свободы, 
равным 4, так как вырожденность Vβ

  в этом  
случае означала бы линейную связь между 
x и y, т. е. нецелесообразность рассматри-
ваемой модели. Компоненты вектора 

1/2 *( )S V −
β= β − β



здесь будут иметь распределение Стьюден-
та с числом степеней свободы 

ν = m – 3.
Кроме χ-квадрат-статистики и статисти-

ки Стьюдента, для проверки исходной ги-
потезы можно построить F-статистику.

Пусть имеет место условие 2 2
1 2,σ = σ  ста-

тистическая проверка которого сводится к 
F-критерию и является хорошо известным 
хрестоматийным примером. Тогда исхо-
дная гипотеза может быть проверена по-
средством статистики 4,2 6~ ,mF −µ  которая 
следует выражению

* *

1 2

( ) ( ) / 4
: .

( ) / (2 6)

T TQMQ
S S m

β − β β − β
µ =

+ −

 

: ,
T

T

XX O
M

O XX

 
=  

 
2

1

: ( ) (  1,  2).
m

j ji
i

S j
=

= ε =∑
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Здесь Sj  – суммы квадратов регрессион-
ных остатков уравнений (10). 

Если же условие 2 2
1 2σ = σ  не проходит 

статистическую проверку, то для j = 1, 2  
имеем статистики 2, 3~ ,j mF −µ  вычисляемые 
как

* *

2 2
1 1 2 2

( ) ( ) / 2
: ,

( ) / ( 3)

T T
j j j j

j
j j

XX

p S p S m

β − β β − β
µ =

+ −

 

где * * *
1 2( , ) ,T

j j jβ = β β  1 2( , ) .T
j j jβ = β β
  

 
Независимо от выбора статистики 

(критерия) вычисление точки касания *β  
является необходимым, так как перечис-
ленные выше распределения (χ-квадрат, 
Стьюдента и F-распределение) строятся на 
основе нормального распределения, а гео-
метрические свойства последнего в этой 
ситуации играют ключевую роль. Именно 
эти геометрические свойства и позволяют 
сводить проверку гипотезы 0 :H β ∉ Ω  к 
проверке гипотезы *

0 : .H β = β  Перечис-
ленные выше статистики могут быть ис-

пользованы для проверки любых предпо-
ложений относительно истинных значений 
вектора β, т. е. для тестирования модели в 
целом, а результат тестирования, как было 
отмечено в самом начале, определяет, со-
гласно общим принципам, правильность 
выбора модели.

Заключение

Важно отметить, что рассмотренная 
модель может иметь широкое применение 
в анализе и прогнозе экономических, со-
циальных и биологических процессов, а 
также каких-либо иных, которые исследу-
ются в различных областях науки. Все эта-
пы алгоритма построения и анализа этой 
модели принципиально осуществимы, что, 
в свою очередь, позволяет рассматривать 
этот алгоритм в качестве основы для раз-
работки программных продуктов для ре-
шения практических задач в различных 
сферах деятельности. 
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Kondrashkov A.V.,  Pichugin,Yu.A. On the Identification and statistical 
testing stability of the Volterra model.

Some aspects of the Volterra model are considered in the paper. The emphasis is both on the determination 
of solution stability area in the space of  model parameters and on statistical testing of stability. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАССЕЯНИЯ КОРОТКОГО  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИМПУЛЬСА НА ДВУХСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ 

ПРИ ПОМОЩИ ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Рассмотрена задача рассеяния короткого электромагнитного импульса двух-
слойной диэлектрической структурой. Исходное поле генерируется бесконечно 
тонким источником электрического или магнитного тока, расположенным па-
раллельно границам слоя. Решение задачи записывается через преобразование 
Фурье по пространственным координатам и через вейвлет-преобразование по 
времени. Изучены характеристики полей в указанной структуре и в окружаю-
щем пространстве.

ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ, ИМПУЛЬС, РАССЕЯНИЕ, ДВУХСЛОЙНАЯ СТРУКТУРА. 

Введение

Теоретическое изучение явлений рас-
пространения и рассеяния полей импульс-
ных источников может быть полезным при 
решении задач радиолокации, геолокации, 
дистанционного зондирования природных 
сред. Кроме того, во многих областях пред-
метной деятельности актуальны вопро-
сы технической диагностики при помощи 
электромагнитных полей.

В связи с этим значительный инте-
рес представляют задачи распространения 
и рассеяния коротких и сверхкоротких 
электромагнитных импульсов в различных 
структурах [1 – 3].

При теоретическом исследовании за-
дач распространения и рассеяния коротких 
и сверхкоротких электромагнитных им-
пульсов возникают трудности, связанные 
с выбором метода решения таких задач. В 
данном случае главное требование к ме-
тоду – это возможность учета импульсно-
го характера источника первичного поля. 
Традиционные методы решения, в основе 
которых лежат преобразования Фурье или 
Лапласа, во многих случаях непригодны, 
так как приводят либо к трудностям в ин-

терпретации полученного решения, либо к 
сложности численных расчетов. Решение 
этих проблем возможно, если использовать 
подход, который бы учитывал локальный 
характер первичного поля. Указанным тре-
бованиям может удовлетворять метод,  в 
котором вместо преобразования Фурье по 
временной координате используется  инте-
гральное вейвлет-преобразование.

В данном исследовании рассмотрена 
задача рассеяния на двухслойной диэлек-
трической структуре короткого электромаг-
нитного импульса, который порождается 
бесконечным нитевидным источником. 

Постановка задачи

Бесконечно протяженный вдоль оси y 
линейный источник с плотностью элек-
трического поверхностного тока je  имеет 
координаты (x0, z0) в декартовой системе. 
Источник излучает первичный импульс, 
имеющий горизонтальную  поляризацию, 
и его поле рассеивается на двухслойной 
структуре с толщинами слоев d2 и d3. Ди-
электрические проницаемости верхнего 
и нижнего полупространств ε1, ε4, а также 
слоев исследуемой структуры ε2, ε3 могут 
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принимать и действительные, и комплекс-
ные значения. Магнитные проницаемости 
всех сред равны единице. Требуется найти 
рассеянное поле излучения в произвольной 
точке пространства. Рассматриваемая за-
дача является двумерной, следовательно, 
производные по координате y равны нулю.

Геометрия задачи представлена на рис. 1.
Источник тока является импульсным с 

временной зависимостью вида:
2

0 0
2 2

( )
( ) exp ,

2
t t t t

j t
 − −

= − − τ τ 
где τ – размерный коэффициент, задающий 
полуширину импульса.

Поле источника падает на диэлектриче-
ский слой, частично отражается и прохо-
дит внутрь этого слоя; там оно испытывает 
множественные переотражения и затем вы-
ходит из слоя (см. рис. 1) [4].

Для решения поставленной задачи нами 
применяется преобразование Фурье по 
пространственным координатам и вейвлет-
преобразование по временной координате. 
Вейвлет-преобразование имеет следующий 
вид:
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здесь Cψ – нормировочная константа, кото-
рая рассчитывается следующим образом:
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C d

+∞

ψ
−∞

ψ ω
= ω

ω∫
(ψ(ω) – Фурье-образ вейвлетной функции 
ψ(t)). 

Для решения задачи был использован 
вейвлет Гаусса первого порядка:

2 2( )
( ) ( ) exp .

2T

t T
t t TΩ

 Ω −
ψ = −Ω − − 

 

Электромагнитные поля  
и граничные условия

В силу двумерности задачи система 
уравнений Максвелла распадается на две 
независимых подсистемы с компонентами 
(Ey, Hx, Hz) и (Hy, Ex, Ez) – горизонтальная и 
вертикальная поляризации соответственно.

Далее, рассмотрим решение для слу-
чая горизонтальной поляризации. Система 
уравнений Максвелла для выбранной поля-
ризации примет следующий вид:

0
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где e
yj  – плотность тока импульса  (ток про-

ходит по нити источника).
Для вывода компонент в разных обла-

стях пространства воспользуемся техникой, 
описанной в работах [5, 6]. Представление 
компонент электромагнитного поля через 
вейвлет-образы по временным координа-
там и Фурье-образы по пространственным 
координатам в полупространстве z > 0 за-
писывается следующим образом:

2

1/2

2

1/2

2

1/2

1
( , , ) ( , , , )

(2 )

exp[ ] ( ) ;

1
( , , ) ( , , , )

(2 )

exp[ ] ( ) ;

1
( , , ) ( , , , )

(2 )

exp[ ] ( )

y y

T

x x

T

z z

T

E x z t e T
C

i x i z t d d d dT

H x z t h T
C

i x i z t d d d dT

H x z t h T
C

i x i z t d d d dT

+∞

ψ −∞

Ω

+∞

ψ −∞

Ω

+∞

ψ −∞

Ω

= ξ η Ω ×
π

× ξ + η Ω ψ ξ η Ω

= ξ η Ω ×
π

× ξ + η Ω ψ ξ η Ω

= ξ η Ω ×
π

× ξ + η Ω ψ ξ η Ω

∫

∫

∫

.

Рис. 1. Геометрия задачи:  
d2, d3 – толщины слоев структуры; εi – относительные 

диэлектрические проницаемости сред; (x0, z0) –  
координаты источника излучения

(2)

(1)

(3)
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Для полного описания решения доста-
точно найти компоненты (Ey, Hx).

Подставляя выражения для компонент 
полей (3) в систему уравнений Максвелла 
(2), получим следующие соотношения для 
спектральных плотностей компонент па-
дающего поля:
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Выражения для компонент электромаг-
нитного поля, c учетом применения теоремы 
о вычетах при интегрировании по коорди-
нате η и подстановки спектральной плот-
ности тока (5), примут следующий вид:
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Для упрощения записи введем 
оператор запаздывания по времени 


0 0( ) : ( ) ( ).D t f t f t t→ −  Тогда граничное 

условие на границе диэлектриков z = 0 за-
пишется в следующем виде:
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Представляя прошедшее и отраженное 
поля излучения аналогично компонентам 
падающего поля (6) и используя систему 
(7), получим для отраженного и прошедше-
го полей на границе z = 0 следующие вы-
ражения:
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Используя тот же способ, получим с по-
мощью формул (8в), (8г) выражения для 
напряженностей прошедшей и отраженной 
компонент поля, образованных в результа-
те падения излучения на границу z = –d2:
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где tn = dn /cn – время задержки при про-
хождении среды с номером n, cn – скорость 
света в среде с номером n.

В результате падения излучения с ком-
понентой напряженности электрического 
поля R

yE  из области первого слоя струк-
туры (см. формулы (9)) на границу между 
слоями z = 0  компоненты поля излучения 
принимают следующий вид:
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Рассмотрим переотражения от границ в 
среде 2 и в результате  получим конечное 
выражение для компонент полей излучения 
в этой среде: 
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Верхние плюсовый и минусовый индек-
сы при величине E2 означают движение поля 
излучения по направлению оси z и в про-
тивоположном направлении соответствен-
но (нижний индекс указывает на номер 
среды). Результирующее поле 2 ( , , )E x z t−  во 
второй среде (первый слой структуры) дви-
жется против оси z и попадает на границу  
z = –d2, где частично отражается и частич-

но проходит в третью среду. Это прошед-
шее поле создает в третьей среде (второй 
слой структуры) множественные внутрен-
ние переотражения:
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Далее поле 3 ( , , )−E x z t  падает на границу 
сред 3 и 4 в плоскости z = –d3 и частично 
проходит в среду 4:
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Поле 3 ( , , )E x z t+  в свою очередь падает 
на границу сред 3 и 2 в плоскости z = –d2   
и частично проходит в среду 2:
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Поле 2 ( , , )E x z t+  (см. формулы (13а)) па-
дает на границу сред 2 и 1, в результате чего 
появляется компонента E1:
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Затем движение поля излучения повто-
ряется: 2 ( , , )E x z t−  проходит в среду 3, испы-
тывает переотражения, проходит в среду 4,  
а также возвращается в среду 2, где вновь 
испытывает переотражения, проходит в 
среду 1 и падает на границу сред 2 и 3,  
а затем все вновь повторяется.

Для получения более компактной запи-
си введем операторы  nmF

±
 перехода из сре-

ды n в среду m, где верхний индекс показы-
вает, куда движется результирующее поле. 
В компактной записи:
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Тогда выражения для напряженностей 

электрического поля примут следующий 
вид:
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где спектральные плотности полей будут 
иметь следующий вид:
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Результаты численных расчетов

Рассмотрим некоторые численные ре-
зультаты, полученные с использованием 
приведенных выше выражений для на-
пряженностей электрической компоненты 
поля в верхнем полупространстве (среда 1). 
На рис. 2 приведены три графика для на-
пряженностей полей, нормированных на 
максимум, во временной развертке. Они  
построены для относительных диэлек-
трических проницаемостей ε1,4 = 1, ε3 = 6,  
ε2  = {2; 10; 80}  и толщины слоев d2  =  
= d3  = 0,1 м. Заметно смещение относи-
тельных максимумов амплитуды напряжен-
ностей для различных комбинаций диэлек-
трических проницаемостей.

На рис. 3 приведены еще три графи-
ка для нормированных на максимум на-
пряженностей электрического поля во 
временной развертке. Они построены для 
одинаковых значений относительных ди-
электрических проницаемостей ε1,4 = 1, ε2 = 4,  
ε3 = 80, толщины второго слоя структуры d3 

= 0,1 м и различных значений  толщины ее 
первого слоя d2. Как и на рис. 2, заметно 
смещение относительных максимумов на-
пряженности поля для различных толщин 
слоев.

Заключение

Итак, в результате проведенного иссле-
дования успешно решена задача рассеяния 
поля импульсного источника на двухслой-
ной структуре с использованием адаптивно-
го интегрального вейвлет-преобразования. 
Получены расчетные соотношения для 
полей в различных областях пространства. 
Представлены предварительные численные 
результаты, которые наглядно демонстри-
руют влияние различных параметров на 
пространственную картину полей электро-
магнитного излучения от нитевидного ис-
точника.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
конкурс «р_сибирь_а» проект № 13-05-98037.

(17в)

Рис. 2. Временная развертка нормированных 
напряженностей электрического поля  

при изменяющейся величине ε2: 2 (кривая 1), 
10 (2), 80 (3); ε1 = 1, ε3 = 6, ε4 = 1; толщина  

слоев структуры d2 = d3 = 0,1 м

Рис. 3. Временная развертка нормированных 
напряженностей электрического поля  

при изменяющейся толщине слоя структуры  
d2, м: 0,1 (1), 0,2 (2), 0,3 (3); d3 = 0,1 м;  

ε1 = ε4  = 1, ε2 = 4, ε3 = 80
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Rykshin A.Yu., Zatsepin P.M., Ulanov P.N. THE MODELING OF A SHORT 
ELECTROMAGNETIC PULSE SCATTERING BY DUAL LAYERS STRUCTURE USING 
WAVELET TRANSFORM.

In the paper the problem of a short electromagnetic pulse scattering by dual dielectric layers structure has 
been considered. An incident field was generated by infinitely thread-like source of electric or magnetic current 
located parallel to the boundaries of layers. The solution was written through the Fourier transform with 
respect to the spatial coordinates and wavelet transform with respect to the time coordinate. Electromagnetic 
fields characteristics within the given structure and in the surrounding space were studied.

WAVELET TRANSFORM, PULSE, SCATTERING, TWO-LAYER STRUCTURE.
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УДК 623 983

А.Г. Голубев 1, А.С. Смирнов 2

1 ОАО «Камчатский гидрофизический институт» 
2 ОАО «Концерн «ЦНИИ «Электроприбор»

расчет допустимого уровня шумов приемного тракта  
в гидроакуСтическом комплексе, содержащем антенну  

с волоконно-оптическими гидрофонами

Динамический диапазон тракта предварительной обработки (ТПО) сигна-
лов в гидроакустическом комплексе определяется чувствительностью гидрофо-
нов приемной антенны и уровнем внутренних шумов компонентов, входящих 
в состав этого тракта. При использовании в указанном комплексе приемной 
антенны с интерференционными волоконно-оптическими гидрофонами в со-
став ТПО входят оптическая и цифровая компоненты. Статья посвящена мето-
дике расчета максимально допустимых внутренних шумов ТПО, приведенных 
к его входу. 

интерференционный волоконно-оптический гидрофон, чувствитель-
ность гидрофона, динамический диапазон, внутренний шум, аналого-
цифровой  преобразователь; пространственная обработка. 

Введение

Качество функционирования приемно-
го тракта гидроакустического комплекса 
(ГАК) (и в первую очередь – его динами-
ческий диапазон) в значительной степени 
определяется корректностью выбора сово-
купности параметров чувствительных эле-
ментов антенны (гидрофонов) и аппарат-
ных средств предварительной обработки 
сигналов. Далее для краткости совокуп-
ность последовательно соединенных гидро-
фонов и указанных аппаратных средств мы 
называем трактом предварительной обра-
ботки (ТПО).

Выбор указанных параметров делается 
на основе предельно допустимых внутрен-
них шумов ТПО; уровень последних опре-
деляют, учитывая ограничение чувствитель-
ности гидрофонов, которое обусловлено 
требуемой верхней границей динамическо-
го диапазона.

Решение задачи расчета предельно до-
пустимого уровня внутренних шумов для 
тракта, содержащего классическую антен-
ну с пьезокерамическими гидрофонами, 
проработано достаточно глубоко. Вместе 
с тем, в течение двух последних десяти-
летий в качестве перспективного направ-
ления проектирования компонентов ги-

дроакустических антенн рассматриваются 
волоконно-оптические интерферометриче-
ские гидрофоны (ВОИГ) [1 – 3]. 

Актуальность данного направления 
проектирования определяется несомнен-
ными полезными свойствами волоконно-
оптических интерферометрических техно-
логий для построения гидроакустических 
антенн. К преимуществам такого рода от-
носятся низкая отражательная способность 
антенны, ее малый вес, отсутствие элек-
тронной аппаратуры в забортном простран-
стве корабля-носителя комплекса и, как 
следствие этого, высокая ремонтопригод-
ность, а также дешевизна (в перспективе).

Принцип действия ВОИГ основан на 
том, что падающие на них акустические 
сигналы  изменяют фазу светового из-
лучения, распространяющегося по воло-
конному световоду, который размещен в 
чувствительном элементе. Порожденные 
акустическим сигналом флуктуации фазы в 
интерферометрической схеме преобразуют-
ся в фазомодулированные (ФМ) колебания 
интенсивности, которые регистрируются 
фотодетектором. Эту часть ТПО мы далее 
именуем оптической.

После аналого-цифрового преобразова-
ния процессор формирует сигнал, повто-
ряющий по форме акустический, принятый 
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гидрофоном [4]. Эту часть ТПО мы далее 
именуем цифровой.

Цель настоящей работы – разработка 
методики расчета параметров ТПО, сово-
купность которых должна обеспечить  его 
требуемый динамический диапазон.

Считаем, что этот диапазон задан ниж-
ней и верхней (соответственно Uн(fа)

 и Uв(fа)
  

[Па٠(Гц)–1/2]) границами уровня акусти-
ческого сигнала, относящимися к огово-
ренной частоте анализа (как правило, эта 
частота равна либо 1 кГц, либо верхнему 
значению частоты рабочего диапазона). 
Здесь и далее под уровнем сигнала подразу-
мевается корень квадратный из спектраль-
ной плотности его мощности.

Для обеспечения работы приемного 
тракта ГАК при заданных требованиях к 
минимальному уровню принимаемого аку-
стического сигнала Uн и его динамическому 
диапазону

D = 20lg(Uв (fа) / Uн(fа)) (дБ)

необходимо определить оптимальное соче-
тание таких параметров, как чувствитель-
ность гидрофона γ (рад/Па), которую будем 
считать частотно-независимой, и макси-
мально допустимые уровни шумов оптиче-
ской и цифровой частей ТПО, приведен-
ные ко входу гидрофона. 

Решению первой из указанных задач, а 
именно задачи расчета оптимальной (пре-
дельной) чувствительности гидрофонов, 
посвящена работа [5].

Настоящая статья посвящена разработ-
ке методики расчета допустимых уровней 
шумов оптической и цифровой частей ТПО 
при оптимальной чувствительности этого 
гидрофона и заданных границах динамиче-
ского диапазона тракта Uн(fа) и Uв(fа).

Постановка задачи расчета оптимальных  
параметров ТПО сигналов

Приемная гидроакустическая  антен-
на может содержать до нескольких тысяч 
гидрофонов. В связи с этим разработчик 
антенны вынужден разделять всю совокуп-
ность гидрофонов на группы, содержащие 
по μ гидрофонов, и обеспечить размещение 
каждой группы на одном оптоволокне, т. е. 
их мультиплексирование. Для ВОИГ наи-

более востребованной является техноло-
гия временнóго мультиплексирования. Она 
подразумевает, что информация от каждого 
гидрофона группы позиционируется в спе-
циально выделенном интервале времени 
внутри периода опроса гидрофонов [1 – 3, 6].  
При этом после демультиплексирования 
формируются временные отсчеты, несущие 
информацию (в законе фазовой модуляции) 
о выборках акустических сигналов, при-
нимаемых каждым из группы гидрофонов. 
При этом частота дискретизации сигнала 
в каждом гидрофоне равна частоте опроса 
группы гидрофонов fопр.

Подробное описание объекта исследо-
вания приведено также в работе [5], кото-
рая посвящена методике расчета предель-
ного значения чувствительности гидрофона 
γ0 (рад/Па) (оно же  оптимальное). Эта ме-
тодика позволяет определить величину γ0 в 
применении к ожидаемой форме спектра 
принимаемого сигнала и фиксированной 
частоте опроса гидрофонов fопр при задан-
ных параметрах: его минимальном приве-
денном уровне Uн(fа) и динамическом диа-
пазоне D. Следует отметить, что величина 
fопр не есть требование, которое предъявля-
ется потребителем к ТПО (как это имеет 
место с границами динамического диапа-
зона);  она является таким же параметром 
ТПО, как и прочие, подлежащие оптими-
зации. При этом в части выбора параметра 
fопр имеют место ограничения, связанные, в 
частности, с величиной μ и различиями во 
времени распространения оптического сиг-
нала по оптоволокну от начала этого во-
локна в первом гидрофоне из группы до его 
конца в последнем. В связи с этим в рамках 
настоящей статьи задача определения опти-
мальной величины fопр не рассматривается, 
а сам этот параметр задается как одно из 
требований к ТПО.

Таким образом, в качестве исходной из-
вестна зависимость условно оптимальной 
(т. е. при условии фиксации величины fопр) 
чувствительности гидрофона γ0(Uн(fа), D, 
fопр), оговорена величина fопр (она может рас-
сматриваться как   варьируемый параметр) 
и заданы требования к величине динами-
ческого диапазона D. Требуется определить 
допустимый суммарный уровень шумов 
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оптической и цифровой частей ТПО.

О норме на величину уровня  
внутренних шумов ТПО

Расчетные соотношения для определе-
ния максимально допустимого уровня вну-
тренних шумов ТПО, полученные в настоя-
щем разделе статьи, по сути универсальны. 
Они имеют отношение к ТПО с приемной 
антенной с произвольными гидрофонами 
и, в частности, с ВОИГ.

Считаем, что уровень внутреннего шума 
ТПО аддитивно добавляется к акустическо-
му шуму моря. Тогда при допустимых тех-
нических потерях (ТП) на частоте fа – ТП(fа) 
(дБ), обусловленных внутренними шумами 
ТПО, необходимо выполнение условия 

а ш ак а а

2 1
ш вн вх а ш ак а доп а

ТП( ) 10 lg{[ ( )  ( )

 ( )] ( ) ТП ( ),}
f P f f

U f P f f−

= ⋅ + ζ ×

× ⋅ ≤

где все величины даны при работе на частоте 
анализа; ш ак а( )P f  – отсчет энергетического 
спектра акустического шума при его задан-
ном минимальном уровне; 2

ш вн вх а( )U f  – от-
счет энергетического спектра внутреннего 
шума ТПО, приведенного ко входу этого 
ТПО; ζ(fа) – отношение выигрыша по аку-
стическому шуму к таковому по внутренне-
му шуму ТПО (имеется в виду выигрыш от 
группы задач пространственной обработки, 
реализуемой после ТПО); доп аТП ( ),f  дБ – 
допустимая величина технических потерь 
ТПО.

Из условия (1) следует  соотношение 

доп а
0, 1 ТП ( )2 1

ш вн вх а а

ш ак а ш ак а

( ) ( ) [10

 ( )  ( )].

f
U f f

P f P f

⋅−≤ ζ ⋅ ×

× −

Актуальность учета параметра ζ(fа) при 
решении рассматриваемой задачи иллю-
стрируется следующим расчетным приме-
ром. 

Пример расчета. Рассмотрим плоскую 
антенну размером

5λа × 5λа,

где λа – длина волны на частоте анализа. 
Пусть эта антенна содержит Nг = 11×  

× 11 = 121 гидрофонов, расположенных по 
горизонтали и вертикали, с шагом 0,5λа. 
Относительная величина площади рабочего 

пятна такой антенны составляет s = 25λа
2. 

При этом ее коэффициент концентрации, 
характеризующий величину выигрыша в 
отношении сигнал/шум (в разах) по мощ-
ности акустической помехи (выигрыш за 
счет пространственной фильтрации) на ча-
стоте анализа fа (Гц), при λа = 1500/fа (м) 
определяется как K = 2πs/ λа

2  ≈ 157 [6]. 
Выигрыш же в отношении сигнал/шум по 
мощности внутренних шумов ТПО при 
этом составляет всего Nг = 121 раз. Это со-
отношение выигрышей приводит к пере-
распределению уровней акустического и 
внутреннего шумов в результате простран-
ственной фильтрации в «пользу» этого вну-
треннего шума, причем коэффициент пере-
распределения составляет 1,3 раза. Если же 
антенна лежит на экране, который снижает 
уровень шума моря в два раза и не влияет 
на уровень внутреннего шума ТПО, то ко-
эффициент указанного перераспределения 
составляет уже 2,6 раза. Если же шаг между 
смежными гидрофонами превышает вели-
чину 0,5λа, например в 2  раз (это вполне 
допустимо на практике для верхних частот 
рабочего диапазона, особенно в части шага 
по вертикали), то такое превышение при-
водит к дополнительному перераспределе-
нию уровней  в «пользу» внутреннего шума 
еще в два раза. Наконец, если учитывать, 
что при работе в реальных условиях, ког-
да шум моря анизотропен по вертикали, 
то перераспределение уровней в «пользу» 
внутреннего шума, как правило, составляет 
еще два раза.  

В итоге уровень внутреннего  шума в 
рассмотренном примере, за счет всех пе-
речисленных выше факторов, благодаря 
реализации процедуры пространственной 
фильтрации (после предварительной об-
работки), будет «подчеркнут» относительно 
уровня акустического шума на величину 
порядка 10.  Это и есть величина ζ(fа), про-
гнозируемая в данной ситуации.

Таким образом, для расчета допу-
стимого уровня внутренних шумов ТПО  
Uш вн вх(fa) при выбранной частоте анали-
за (fa), допустимых технических потерях 
ТП(fa), а также прогнозируемой величине 
ζ(fа) и  заданном уровне шумов моря Pш ак(fa) 
необходимо решить  неравенство (2) отно-

(1)

(2)
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сительно искомой величины Uш вн вх(fa). 
Решение данной задачи целесообраз-

но проводить на верхней частоте рабочего 
диапазона fв , которая относится к наиболее 
проблемной в плане обеспечения требуе-
мого уровня внутренних шумов ТПО, либо 
на его среднегеометрической частоте.

Для допустимого уровня внутренних 
шумов имеем следующее выражение (здесь 
и далее аргумент частоты fв опущен):

2 2 –1/2
ш вн вх оп вх кв вх = +  [Па (Гц) ],U U U ⋅

где ,оп вх кв вх U U  – уровни оптической и 
цифровой частей ТПО, причем шум циф-
ровой части – шум квантования в АЦП.

Методики расчетов (соответствующие 
расчетные соотношения) величин оп вхU  и 

кв вхU  представлены ниже.

Анализ уровня внутренних шумов  
оптической части тракта

Ошибки фазового детектирования яв-
ляются следствием конечности отношения 
сигнал/шум qфп на выходе фотоприемника 
(т. е. на выходе линейной части оптиче-
ского тракта). Эти ошибки формируются в 
цифровой части ТПО в ходе выполнения 
операции фазового детектирования, однако 
по признаку местонахождения источников 
шумов, порождающих эти ошибки, мы их 
относим к внутренним шумам оптической 
части этого ТПО. Известно [8], что стан-
дарт флуктуаций (или ошибки  измере-
ния) фазы при отношении сигнал / шум 
по напряжению на выходе линейной части 
тракта qфп >> 1, определяется как σφ ~ qфп

–1 
(рад). Указанное отношение сигнал/шум 
qфп обусловлено уровнем сигнала, излуча-
емого оптическим источником, коэффи-
циентом ослабления сигнала при его рас-
пространении в оптической части ТПО, а 
также уровнями шумов оптического источ-
ника и фотоприемника. Условие большого 
отношения сигнал/шум, т. е. qфп >> 1, на 
практике выполняется, поскольку уровень 
оптического сигнала, принимаемого фото-
приемником, много больше уровней шумов 
как этого фотоприемника, так и оптическо-
го источника (при правильном проектиро-
вании).

Следует отметить, что отношение qфп  

определяется исключительно качествами 
оптического источника и фотоприемника 
и не зависит от уровня принимаемого аку-
стического сигнала. Данное обстоятельство 
связано с тем, что фаза оптического сигна-
ла, определяемая принимаемым акустиче-
ским сигналом, является неэнергетическим 
параметром. Уровни шумов (отношения 
сигнал/шум) оптического источника и 
фотоприемника определяются качествами 
этих компонент ТПО, и выполнение тре-
бований к этим уровням достигается путем 
подбора оптического источника (лазера) и 
фотоприемника надлежащего качества.

В связи с тем, что искомый сигнал (ре-
зультат фазовой демодуляции) формируется 
с частотой 0,5fопр, далее полагаем, что уров-
ни шумов лазера и фотоприемника также 
определены с «приведением» к величине 
полосы частот (0 – 0,5fопр) и в этой полосе 
от частоты не зависят. При этом уровень 
внутренних шумов оптической части трак-
та, приведенный ко входу гидрофона, опре-
деляется следующим образом (аргумент ча-
стоты опущен):

1 0,5
оп вх 0 опр 

1 –1/2
фп

(0,5 )

  [Па (Гц) ].

U f

q

− −

−

= γ ⋅ ⋅ ×

× ⋅

Анализ уровня внутренних шумов  
цифровой части ТПО

Считаем, что уровень внутренних шу-
мов цифровой части ТПО, приведенных 
ко входу гидрофона, определяется только 
эффектом амплитудного квантования. При 
этом  возможный шум усилителя в соста-
ве АЦП учитывается путем расчета уровня 
шума квантования при разрядности АЦП, 
соответствующей количеству его коррект-
ных разрядов. Такой подход к решению 
рассматриваемой задачи оправдан тем, что 
при указании количества корректных раз-
рядов АЦП его разработчик учитывает так-
же уровень внутренних шумов усилителя, 
входящего в состав АЦП. 

Считаем, что АЦП содержит nк  кор-
ректных разрядов при напряжении питания 
UАЦП. В этом случае «цена» младшего разря-
да определяется как Δ = UАЦП / 2

nк.

(3)

(4)



148

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 1(189) 2014

Стандарт шума квантования (как прак-
тически равномерно распределенной слу-
чайной величины) следует выражению

σкв = Δ٠(12ς)–1/2 ≈ 0,3Δ٠(ς)–1/2,

где ς – количество выборок, выполняемых 
АЦП на интервале длительности импульса 
опроса сигнала от одного ВОИГ при их по-
следующем осреднении. 

Следует отметить, что параметр ς огра-
ничен сверху величиной отношения дли-
тельности импульса опроса гидрофона к ин-
тервалу корреляции шумов фотоприемника. 

При этом уровень шумов квантования 
(приведенный ко входу гидрофона) опреде-
ляется как

к1
кв вх 0 ацп

0,5 –1/2
опр

0,3 2

 (0,5 )  [Па (Гц) ].

nU U

f

−−

−

≈ γ ⋅ ⋅ ⋅ ×

× ⋅ ⋅ ς ⋅

Суммарный же уровень внутренних шу-
мов ТПО ш вн вхU  определяется согласно 
выражению (3). 

Заключение

В работе приведены расчетные соот-
ношения, позволяющие сформулировать 
требования к оптической  и цифровой 
компонентам тракта предварительной обра-
ботки сигналов, включающего волоконно-
оптические интерферометрические гидро-
фоны. При этом требования относятся к 
уровню их внутренних шумов. Выполне-
ние этих требований должно гарантировать  
необходимое (контролируемое) качество 
тракта в отношении технических  потерь 
помехоустойчивости. 

Предложенный анализ можно приме-
нять, например, при разработке сейсмораз-
ведочных гибких буксируемых протяжен-
ных гидроакустических антенн, которые 
используются для поиска полезных иско-
паемых.

Статья подготовлена при финансовой под-
держке РФФИ, проект № 11--08-01097-а и  
12-08-00511-а.
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The dynamic range of the section for signals pre-processing in the underwater acoustic unit is conditioned 
by hydrophones sensitivity of the receiving antenna and by the internal noise level of operative assemblies 
composing the section. When we use a receiving antenna with interferometric fiber-optic hydrophones 
in that complement, optical and digital components are parts of the section.  Our paper focuses on the 
calculation technique to get tolerable internal noise level reduced to the hydrophone input value.  The 
technique is concerned with the underwater-acoustic unit containing receiving antenna with interferometric 
fiber-optic hydrophones. 

interferometric fiber-optic hydrophone, hydrophone sensitivity, dynamic range, internal 
noise, analogue-diginal converter, spatial processing.
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УДК 621.391

А.Г. Голубев, П.А. Молчанов

ОАО «Камчатский гидрофизический институт»

АлгориТМы оценивания импульсной характеристики  
многолучевого канала связи с трансфоРмацией рабОчего 

диапазона частот

При передаче данных в многолучевом канале связи, как правило, по ре-
акции канала на испытательный импульс (ИИ) осуществляется предсказание 
формы каждого принимаемого информационного сигнала (ИС). Во избежание 
межсимвольной интерференции в последовательности ИИ целесообразна ее 
передача со скачкообразным изменением несущей частоты. При этом возника-
ет необходимость оценивания импульсной реакции канала в полосе частот ИС 
по реакции канала на последовательность ИИ, передаваемых в разных диапа-
зонах частот, в общем случае не совпадающих с полосой частот ИС. Настоящая 
статья посвящена алгоритмам такого оценивания.

МНОГОЛУЧЕВОЙ КАНАЛ, ИСПЫТАТЕЛЬНЫЙ ИМПУЛЬС, АЛГОРИТМ ОЦЕНИВАНИЯ, 
ПОГРЕШНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ, ИМПУЛЬСНАЯ РЕАКЦИЯ, КОРРЕЛЯЦИЯ, АВТОКОРРЕЛЯ-
ЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ.

Введение

Большинство каналов связи сравнитель-
но большой протяженности характеризует-
ся многолучевым распространением. Форма 
передаваемого сигнала при таком распро-
странении искажается случайным образом, 
что приводит к существенному снижению 
эффективности когерентной обработки 
при приеме. В таких случаях применяется, 
в частности, так называемая «система с ис-
пытательным импульсом и предсказанием» 
(СИИП) [1, 2, 8]. Реализация СИИП пред-
полагает несколько функций:

передачу информационных  сигналов 
(ИС), соответствующих символам переда-
ваемого алфавита;

передачу испытательных импульсов 
(ИИ), не содержащих информации;

оценивание по ИИ импульсной  харак-
теристики канала распространения (ИХК); 

предсказание (прогноз) формы каждого 
из выходных ИС, т. е. ИС на выходе канала 
связи. 

Указанный прогноз каждого из выход-
ных информационных сигналов осущест-
вляется посредством вычисления свертки 
соответствующего исходного ИС (т. е. сиг-
нала на входе канала связи) с ИХК. 

Чтобы обеспечить необходимую точ-

ность оценивания ИХК, испытательные 
импульсы должны передаваться много-
кратно (непрерывно), однако при этом 
(особенно в случае их передачи при повто-
ряющейся форме) происходят искажения 
формируемой оценки ИХК, вызванные эф-
фектом, аналогичным межсимвольной ин-
терференции (МСИ). Последняя имеет ме-
сто при передаче через многолучевой канал 
информационных сигналов. Для исклю-
чения МСИ необходимо, например, пере-
давать последовательность испытательных 
импульсов со скачкообразным изменением 
несущей частоты [3, 9]. При этом для на-
копления (осреднения) оценок ИХК, сфор-
мированных по разным испытательным 
импульсам (они передаются на разных ча-
стотах), необходимо «привести» эти оценки 
к одному частотному диапазону, а именно 
к диапазону (либо диапазонам) передачи 
информационных сигналов. Данная задача 
никем до нас не рассматривалась. 

Настоящая статья посвящена  решению 
указанной задачи, а именно разработке ал-
горитма оценивания ИХК с трансформаци-
ей диапазона частот, в котором по каждо-
му испытательному импульсу формируется 
оценка ИХК (далее для краткости именуем 
их алгоритмами трансформации).
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Модель многолучевого канала  
и используемая терминология 

Моделями канала с рассеянием по вре-
мени  могут служить соответствующие че-
тырехполюсники с переменными параме-
трами, характеризующиеся импульсными 
характеристиками, зависящими от времени 
[4, 5, 10]. При этом принимаемый сигнал 
есть свертка переданного сигнала с ИХК. 
Импульсная характеристика четырехполюс-
ника  определяется как его реакция на вход-
ное воздействие в виде δ-функции; такое 
определение соответствует ИХК в бесконеч-
ной полосе частот. Применительно к мно-
голучевому каналу, по которому передают-
ся сигналы в ограниченной полосе частот, 
оправдано рассмотрение модели, содержа-
щей  в качестве входной цепи узкополос-
ный фильтр, полоса пропускания которого 
совпадает с частотным диапазоном переда-
ваемого сигнала [4]. Импульсная характе-
ристика  такого канала (его узкополосной 
модели) есть свертка ИХК  с импульсной 
характеристикой  указанного полосового 
фильтра; последняя же практически со-
впадает с автокорреляционной функцией 
(АКФ) передаваемого сигнала. Определен-
ную таким образом ИХК будем называть 
УИХК  (импульсная характеристика канала, 
определенная в узкой полосе частот). 

Оценка УИХК в диапазоне частот ис-
пытательного импульса S(n) (здесь и далее 
n – индекс аргумента дискретного време-
ни) вычисляется как свертка принимае-
мого сигнала с этим импульсом (см., на-
пример, работу [3]). Нетрудно установить, 
что результат оценивания указанной УИХК 
(с точностью до реализации аддитивного 
шума) есть свертка ИХК с АКФ испыта-
тельного импульса S(n). 

Постановка задачи

Задача настоящей статьи – разработка 
и сравнение алгоритмов пересчета оценки 
УИХК, полученной в диапазоне частот ис-
пытательного импульса S1(n), в оценку им-
пульсной характеристики этого же канала в 
диапазоне частот ИС или испытательного 
импульса S2(n). Последний  передается в 
полосе частот, не совпадающей с таковой 

для сигнала S1(n). 
Эта задача ставится следующим образом. 

Имеем следующие исходные соотношения: 


1 1

1 1

( ) ( ) ( )

АКФ ( ) ( ) ( );

y n z n S M n

n h n N n

= ⊗ − =

= ⊗ +



2 2

2 2

( ) ( ) ( )

АКФ ( ) ( ) ( ),

y n z n S M n

n h n N n

= ⊗ − =

= ⊗ +

где  1( ),y n   2( )y n  – оценки УИХК1 и УИХК2, 
которые были бы сформированы в случаях 
передачи испытательных импульсов S1(n) и 
S2(n) при их взаимно-корреляционной об-
работке соответственно; z(n) – реализация 
сигнала на входе приемника; ⊗  – операция 
свертки; M = fд τ (fд , τ – частота дискрети-
зации каждого из результатов оценивания 
УИХК и длительность каждого из сигналов 
S1(n) и S2(n)); АКФ1,2 (n) – АКФ сигналов 
S1,2(n); h(n) – ИХК; N1(n), N2(n) – реали-
зации шума или ошибки оценивания соот-
ветствующих УИХК. 

Вместо оценки УИХК1 y1(n) решение 
задачи может быть также основано непо-
средственно на анализе наблюдаемой при-
емником реализации сигнала z(n).

Задана форма каждого из испыта-
тельных импульсов S1,2(n), причем вместо 
одного из них можно рассмотреть и ин-
формационный сигнал. Фактически пере-
дан испытательный импульс S1(n), и на 
основе взаимно-корреляционной обработ-
ки этого импульса сформирована оценка 
УИХК1  1( );y n  при этом форма ИХК h(n) 
неизвестна. Требуется вычислить оценку 
УИХК2, близкую по форме к той, которая 
была бы сформирована в случае передачи 
испытательного импульса S2(n) на основе 
его взаимно-корреляционной обработки 
(это есть оценка  2( )y n ). Другими слова-
ми, требуется пересчитать оценку УИХК из 
диапазона частот испытательного импульса 
S1(n) в аналогичную оценку УИХК (того же 
канала) в диапазоне частот испытательного 
импульса S2(n); такую пересчитанную оцен-
ку обозначаем как  1 2( ).y n→

Варианты алгоритма трансформации  
(пересчета) рабочего диапазона частот

В рамках настоящей работы предлага-
ются и анализируются три варианта алго-

(1)
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ритма трансформации рабочего диапазона 
частот (алгоритмы 1 – 3). 

Алгоритм 1. Это алгоритм с промежуточ-
ным оцениванием непосредственно ИХК. 
Согласно этому варианту алгоритма, на 
основе заданной оценки УИХК1 y1(n) реа-
лизуется прямое вычисление оценки ИХК 
( )h n  и далее вычисляется искомая оценка 
УИХК2 как свертка: 

 

1 2 2( ) АКФ ( ) ( ).y n n h n→ = ⊗

При оценивании ИХК последняя рас-
сматривается как решетчатая функция, 
представляющая собой последовательность 
бесконечно коротких импульсов, амплитуды 
которых и расположение на временной оси 
соответствуют амплитудам и относительным 
задержкам лучей, приходящих в точку при-
ема. В этом случае формирование оценки 
ИХК сводится к следующим этапам:

нахождение оценки стандарта шума  шσ  
в реализации  1( );y n

вычисление величины порога обнару-
жения сигнала в луче 

шkΠ = σ  (k – регули-
руемая константа);

фиксация всех отсчетов массива  1( ),y n  
превышающих порог П (т. е. принятие ре-
шений об обнаружении сигналов в лучах); 

оценивание амплитуд этих отсчетов и 
их положения на оси времени (т. е. ампли-
туд и положения на оси времени сигналов, 
приходящих в точку приема в отдельных 
лучах). 

Эмпирически установлена целесообраз-
ная величина константы: k = 4,5. Оцени-
ванию стандарта шума  предшествует отбор 
10 % наибольших по уровню отсчетов из 
массива  1( )y n  и дальнейшее их удаление из 
этого массива. Затем искомая оценка стан-
дарта шума шσ  классически вычисляется 
по массиву оставшихся отсчетов. Оценива-
ние амплитуд hi и временного положения ti 
лучей (отсчет времени выполняется отно-
сительно середины ИХК) производится на 
основе соответствующей параболической 
интерполяции следующим образом [6]:

  

1 11( ) 0,25[ ( 1) ( 1)] ;i i i ih y n y n y n t= − + − − ∆

д

( )
;i

i

n t
t

f
+ ∆

=  

  

 

1 1 1

1 1

0,5[ ( 1) ( 1)] / [ ( 1)

 2 ( ) ( 1)],

i i i

i i

t y n y n y n

y n y n

∆ = − − + + −

− + −

где ni – номер временного отсчета, соответ-
ствующего моменту обнаружения сигнала в 
i-м луче.  

Алгоритм 2. Это алгоритм, следующий 
из соотношений (1) с учетом теоремы о 
свертке [7]. При сформированной оценке 
УИХК1  1( )y n  вычисление искомой оценки 
УИХК2  2( )y n  реализуется следующим об-
разом: 



1 2 2( ) ОДПФ{ ( )};y n Y k→ =



12 1 2( ) = ( ) ( ) / ( ),Y k S k y k S k

где 2ОДПФ{ ( )}Y k  – результат выполнения 
операции обратного дискретного преобра-
зования Фурье над массивом спектральных 
отсчетов Y2(k); S1(k), S2(k),  1( )y k  – резуль-
таты вычисления операции дискретного 
преобразования Фурье от реализаций сиг-
налов S1(n) и S2(n), а также  оценки УИХК1 


1( ).y n  
Все спектры, входящие в соотношения 

(4), – это спектры соответствующих ком-
плексных огибающих. 

Следует отметить, что этот вариант ал-
горитма (в отличие от двух остальных) не 
связан с ограничением модели многолуче-
вого канала. Ограничение вызвано предпо-
ложением, что ИХК  представляет собой 
решетчатую функцию. 

Алгоритм 3. Этот вариант представ-
ляет собой комбинацию двух остальных. 
Он предусматривает вычисление оценки

1 2 пр( )y n→  по формуле (3), но эта оценка 
рассматривается только как промежуточная 
(в отличие от алгоритма 2). Далее над ней 
выполняются все операции, которые в ал-
горитме 1 выполняются над оценкой y1(n) с 
получением оценки ИХК ( ).h n  После это-
го искомая оценка 1 2( )y n→  формируется по 
формуле (2).

Методика эмпирического анализа качества 
алгоритмов трансформации рабочего  

диапазона частот

Критерием качества алгоритма транс-
формации служит величина отношения 

(2)

(3)

(4)
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1 / 0.K k k=  Величины k0 и k1 определя-
ются как 

 

 

 

 

1 2 2 0

2 2

1 2 2 0

2 2

2 2
2 2

( ) ( )
1 ;

( ) ( )

' ( ) '' ( )
0 .

' ( ) '' ( )

n

n n

n

n n

y n y n
k

y n y n

y n y n
k

y n y n

→

→

=

=

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

Здесь k1 – значение нормированной 
корреляции между оценкой УИХК2  1 2( ),y n→  
пересчитанной из диапазона частот сигна-
ла S1(n) в диапазон частот сигнала S2(n), и 
ее условно эталонной формой  2 0( ),y n  ко-
торая бы имела место при оценивании не-
посредственно в диапазоне частот сигнала 
S2(n). (Условно эталонная величина оценки 
УИХК2  2 0( )y n  формируется путем вычис-
ления свертки 

2 0 2( ) АКФ ( ) ( )y n n h n= ⊗  

и добавления к ней реализации аддитив-
ного шума); k0 – значение нормированной 
корреляции, вычисляемой (в отличие от  
значения k1) между двумя ее эталонными 
формами  2' ( )y n  и  2'' ( ),y n  совпадающими 
между собой с точностью до реализаций ад-
дитивного шума. 

Все упомянутые реализации  аддитивно-
го шума не корреллированы между собой.  

В процессе анализа качества задается 
исходная ИХК h(n), нормированная так, 
что ее максимум равен единице. Затем вы-
числяется свертка этой ИХК с АКФ1 сиг-
нала S1(n). Результат вычисления указанной 
свертки y1(n) суммируется с реализацией 
шума, и в итоге  получается оценка  1( )y n  
УИХК1 в диапазоне частот сигнала S1(n). 
Уровень (стандарт) шума σш варьируется. 
Далее моделируется собственно алгоритм 
пересчета, в результате чего формируется 
искомая оценка УИХК2, приведенная к 
диапазону частот сигнала S2(n) (т. е. оценка


1 2( )y n→ ). 
Представленное выше определение кри-

терия качества алгоритмов трансформации 
рабочего диапазона частот обосновывается 
однозначной связью указанной величины K 
применительно к СИИП (в широком круге 

вариаций этого метода передачи данных) с 
потерями в помехоустойчивости. Послед-
ние определяются выражением 10 lgK. Под 
потерями в данном случае подразумевается 
разница в пороговом отношении сигнал/
шум на входе приемника (декодера); она 
имеет место при оценивании УИХК непо-
средственно в требуемом диапазоне частот 
сигнала S2(n) (в случае передачи испыта-
тельного импульса  или сигнала S2(n)), а 
также при использовании одного из рас-
сматриваемых алгоритмов пересчета этой 
оценки из диапазона частот сигнала (ис-
пытательного импульса) S1(n) в требуемый 
диапазон частот испытательного импульса 
S2(n). Актуальность такого пересчета как 
альтернативы оценивания УИХК непо-
средственно в требуемом диапазоне частот 
оговорена во введении.

Результаты анализа качества алгоритмов 
трансформации

Анализ качества алгоритмов трансфор-
мации ИХК произведен в соответствии  с 
изложенной выше методикой для двух ва-
риантов исходной ИХК. 

Рассматриваемые варианты исходной 
ИХК служат примерами, характеризую-
щими сравнительно простую (рис. 1, а) и 
сложную с точки зрения решаемой задачи 
(рис. 1, б) ситуации. При этом вариант им-
пульсной характеристики канала, типичной  
для сравнительно простой ситуации и со-
держащей малое количество лучей, выбран 
произвольно; при этом он вполне возмо-
жен на практике. Вариант же указанной ха-
рактеристики, типичной  для сравнительно 
сложной ситуации и содержащей большое 
количество лучей, был сформирован на 
основе реальных данных при временном 
разрешении примерно 3 мс, ввиду разно-
образия возможного сочетания амплитуд и 
задержек сигналов в лучах.

Результаты вычисления критерия каче-
ства K применительно к исходным  ИХК 
(см. рис. 1) приведены на рис. 2. Здесь и 
далее отношение сигнал/шум определяется 
как –20·lgσш (дБ).

На основании анализа графиков на  
рис. 2 можно сделать следующие выводы. 

Алгоритмы 1 и 3 дают идентичные ре-

(5)
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зультаты, с точки зрения указанного выше 
критерия качества.

Алгоритм 2 при малом количестве лучей 
дает результат несколько хуже, чем алго-
ритмы 1 и 3, за исключением области очень 
низких (ниже  –15 дБ) отношений сигнал/
шум. 

Алгоритм 2 при малых отношениях сиг-
нал/шум  значительно более эффективен, 
чем алгоритмы 1 и  3.

В случае большого количества лучей в 
области больших отношений сигнал/шум  
соотношение эффективностей рассматри-
ваемых алгоритмов то же самое, что и  при 
малом количестве лучей. 

Для выбора предпочтительного алгорит-

ма для конкретных «промежуточных» слу-
чаев (типов ИХК) целесообразно провести 
соответствующие расчеты по предложенной 
методике. 

Заключение

Разработаны варианты алгоритма оце-
нивания импульсной характеристики 
многолучевого канала связи с трансфор-
мацией рабочего диапазона частот, т. е. пе-
ресчета оценки указанной характеристики 
в ее узкополосном представлении из одно-
го диапазона частот в другой. Разработка 
позволяет реализовать передачу данных 
в соответствии с принципом СИИП при 
чередовании (скачкообразном изменении) 

Рис. 2. Результаты вычисления критерия качества K  применительно к исходным  ИХК,  
показанным на рис. 1, а (а) и б (б). Номера кривых соответствуют номерам алгоритмов

а) б)

Рис. 1. Варианты исходной импульсной характеристики канала при малом (а)  
и большом (б) количестве лучей, приходящих в точку приема

а) б)
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диапазонов частот передачи испытательных 
импульсов. Применение такого преобразо-
вания, как известно, позволяет исключать 
искажения формы этих импульсов из-за 
межсимвольной интерференции.

Приведены методика анализа качества 
алгоритмов трансформации и примеры 
расчетов по предложенной методике. По-
казано, что соотношение эффективностей 
рассмотренных алгоритмов определяется 

как формой импульсной характеристики 
канала, так и отношением сигнал/шум, при 
котором осуществляется указанная транс-
формация. Установлено, что в зависимости 
от конкретных условий (количество при-
нимаемых лучей и отношение сигнал/шум) 
предпочтительными могут быть как алго-
ритм 2, так и эквивалентные между собой 
(в свете рассмотренного критерия качества) 
алгоритмы 1 и 3. 
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Golubev A.G., Molchanov P.A. ESTIMATION ALGORITHMS FOR IMPULSE RESPONSE 
OF MULTIBEAM COMMUNICATION CHANNEL WITH TRANSFORMATION OF THE 
WORKING FREQUENCY BAND.

In transmission messages, the prediction about the form of every information signal, as a rule, is carried 
out using response of communication channel on test impulses. To avoid errors in predictions of intersymbol 
interference it is useful to apply the jump of carrier frequencies from one test impulse to another one. In 
this case it is necessary to make an estimate of channel impulse response in frequency band of information 
signals from channel response on series of test impulses, which transmitted in different frequency bands. Our 
article focuses on the algorithms for this estimation.

MULTIBEAM COMMUNICATION CHANNEL, TEST PULSE, ESTIMATION ALGORITHM, 
ESTIMATION ERROR, PULSE REsponse, CORRELATION, AUTOCORRELATION FUNCTION.
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Конференции

УДК 621

М.А. Васильева, Т.А. Гаврикова, В.А. Зыков,  
В.И. Ильин, В.А. Шалыгин

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

Актуальные направления физики  
полупроводников и наноструктур, полупроводниковой 

опто- и наноэлектроники
(по материалам 15-й Всероссийской молодежной конференции)

Статья подводит краткие итоги конференции, отмечены наиболее актуаль-
ные результаты, представленные на всех секциях конференции, работы, на-
гражденные дипломами и премиями, и работы, представленные для участия в 
программе «УМНИК».

физика полупроводников, наноэлектроника, оптоэлектроника, кон-
ференция.

В Санкт-Петербурге с 25 по 29 ноя-
бря 2013 г. прошла 15-я Всероссийская 
молодежная конференция по физике по-
лупроводников и наноструктур, полупро-
водниковой опто- и наноэлектронике. 
Организаторами конференции выступили 
Санкт-Петербургский государственный 
политехнический и Санкт-Петербургский 
академический университеты, а также 
Санкт-Петербургский государственный 
университет и Физико-технический инсти-
тут им. А.Ф.  Иоффе РАН. Конференция 
проведена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследо-
ваний, Фонда некоммерческих программ 
«Династия» и ЗАО «Полупроводниковые 
приборы». Председатель Программного 
комитета конференции – академик РАН  
Р.А. Сурис, председатель Организационно-
го комитета – профессор Л.Е. Воробьев.

В научном форуме приняли участие 
около 200 человек, представлявших 24 вуза 
и научных центра из 13 городов России, 
включая  крупные научно-образовательные 
центры Сибири (Новосибирск, Красно-
ярск, Барнаул, Томск), Урала (Екатерин-
бург, Оренбург) и Европейской части Рос-

сии (Москва, Санкт-Петербург, Нижний 
Новгород, Воронеж, Пенза, Ульяновск). 

В ходе работы конференции приглашен-
ными ведущими учеными России были про-
читаны доклады, знакомящие молодых ис-
следователей с современными проблемами 
физики, состоянием исследований в обла-
сти физики полупроводников и нанострук-
тур, проводниковой опто- и наноэлектро-
ники. Доктор физико-математических наук 
Г.С. Соколовский (ФТИ им. А.Ф. Иоффе 
РАН) представил доклад о нелинейной 
динамике лазеров на полупроводнико-
вых наноструктурах, а кандидат физико-
математических наук А.Н.  Поддубный из 
того же института познакомил студентов и 
аспирантов с физикой фотонных кристал-
лов и метаматериалов, рассказал о таких 
уникальных объектах, как топологические 
изоляторы. Доктор физико-математических 
наук В.Т. Ким из ПИЯФ им. Б.П. Констан-
тинова посвятил свою презентацию меж-
дународным исследованиям на Большом 
адронном коллайдере и вопросам физики 
бозона Хиггса. Доклады приглашенных 
ученых задавали высокий тон каждому ра-
бочему дню конференции. Представление 



158

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 1(189) 2014

и обсуждение этих докладов сыграло роль 
мастер-класса для молодых участников.

На пленарных заседаниях было пред-
ставлено 47 устных докладов студентов и 
аспирантов. Кроме того, состоялась стен-
довая сессия, и на ней было представлено  
39 докладов молодых ученых. Сборник те-
зисов [1], а также программа конференции 
[2] изданы тиражом 200 экземпляров

Среди работ, представленных на сек-
ции «Объемные свойства полупроводни-
ков», заслуживают внимания исследования 
радиационно-стимулированного дефек-
тообразования в структурах с барьерами 
Шоттки Cr-6H-SiC при облучении быстры-
ми тяжелыми ионами; разработка ориги-
нального варианта метода модуляционной 
фурье-спектроскопии (позволяет сохранять 
истинный знак спектра) и его проверка на 
структурах с эпитаксиальным слоем InSb 
и с квантовой ямой InGaAs/GaAs. За цикл 
исследований по изучению влияния одно-
осной деформации на магнитооптические 
свойства ферромагнитного полупроводни-
ка (Ga,Mn)As Программный комитет удо-
стоил аспиранта Г.С.  Димитриева (ФТИ  
им. А.Ф. Иоффе) премии имени Е.Ф. Грос-
са. Аспирант К.А. Барышников из того же 
института награжден дипломом 1-й степени 
и премией за теоретические исследования 
примесного комплекса CrSe4 в кристалле 
ZnSe в магнитном поле и влияния эффекта 
Яна – Теллера на поглощение ультразвука 
в кристалле.

Работы, представленные на секции 
«Процессы роста, поверхность, границы 
раздела», охватывают широкий круг иссле-
дований, посвященных изучению морфоло-
гии поверхности, рельефа и распределения 
поверхностного потенциала, образования 
нанокластеров, изучению на атомном уров-
не начальных стадий роста, формированию 
границ раздела в МДП- и гетерострукту-
рах. В работах использованы современные 
технологические методы: молекулярно-
пучковая эпитаксия, газофазная эпитак-
сия, выращивание структур по механизму 
пар – жидкость – кристалл, магнетронное 
осаждение, электрохимическое анодное ок-
сидирование.

Наиболее яркие работы в этом направ-
лении посвящены изучению процессов 
пассивации поверхностей на атомарном 
уровне, например, поверхности InAs(111)
A тонким фторсодержащим анодным сло-
ем либо путем нитридизации поверхности 
(0001)Al2O3(сапфир) аммиаком; исследо-
ванию свойств переходного слоя между 
кубическим (3C) и гексагональным (6H) 
политипами SiC; изучению локальной три-
боэлектризации поверхности эпитаксиаль-
ных слоев GaN и GaAs при сканировании 
их поверхности зондом атомно-силового 
микроскопа в контактном режиме; исследо-
ванию оптических явлений в сильнолегиро-
ванном n-GaN, связанных с рассеянием го-
рячих поверхностных плазмон-поляритонов 
на дифракционной решетке на поверхности 
эпитаксиального слоя; изучению возмож-
ных механизмов интеркаляции атомов ру-
бидия, нанесенных на поверхность Bi2Se3; 
теоретическому исследованию морфологи-
ческой устойчивости в многокомпонентных 
системах, растущих при диффузии отдель-
ных компонентов из окружающей среды; 
модернизации технологии получения на-
нопористого алюминия; теоретическому и 
экспериментальному исследованию пове-
дения основных и неосновных носителей 
в структурах с приповерхностным дельта-
легированием. Работа студента М.А. Васи-
ленко (Новосибирский ГТУ), посвященная 
Монте-Карло-моделированию роста ните-
видных нанокристаллов арсенида галлия 
по механизму пар – жидкость – кристалл 
при использовании в качестве катализа-
тора капель галлия, а также исследования 
транспортных свойств окисленных пленок 
селенида свинца, выполненные студенткой 
МГУ С.Г. Егоровой, отмечены дипломами 
3-й степени и премиями.

Среди исследований по технологии но-
вых полупроводниковых материалов следует 
выделить работы, посвященные выращива-
нию слоев азотсодержащих твердых рас-
творов GaPN, GaPNAs, InGaPN на крем-
ниевых подложках. Работа аспиранта М.С. 
Соболева (Академический университет, 
Санкт-Петербург) «Молекулярно-пучковая 
эпитаксия GaP на подложке Si» рекомен-
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дована для участия в конкурсе по Про-
грамме «Участник молодежного научно-
инновационного конкурса» («УМНИК») в 
номинации «Научные результаты, облада-
ющие существенной новизной и сверхсроч-
ной перспективой их коммерциализации».

Наибольшее количество докладов было 
представлено на секции «Гетероструктуры, 
сверхрешетки, квантовые ямы». Первосте-
пенное внимание уделяется получению, 
диагностике и исследованию структур на 
основе кремния, а также полупроводнико-
вых соединений A3B5 и А2В6, изучению их 
энергетического спектра. Приводятся дан-
ные о структурах с сегнетоэлектрическими 
слоями, теоретические и эксперименталь-
ные исследования графена и мультиграфе-
нов. Изучены также фотонные системы.

Среди теоретических работ следует от-
метить численный расчет влияния ани-
зотропных деформаций на излучающий 
элемент; изучение внутри- и межзонных 
переходов в асимметричной квантовой яме 
со спин-орбитальным взаимодействием, 
разработку динамической теории адмит-
танса квантоворазмерных структур. Экс-
периментально и теоретически изучены 
поглощение, отражение и эмиссия излуче-
ния, фотоэлектрические свойства, магни-
тооптические явления. Ряд работ посвящен 
оптимизации параметров наноструктур для 
различных приборных приложений. Среди 
экспериментальных работ следует отметить 
исследования терагерцовой люминесцен-
ции на состояниях акцепторов бериллия 
(Be) в квантовых ямах GaAs/AlGaAs; вольт-
фарадных характеристик гетероструктур 
с множественными квантовыми ямами 
InGaN/GaN; переноса энергии в двойных 
связанных квантовых ямах ZnCdSe с са-
моорганизованными квантовыми точка-
ми; изучение эволюции спектра излучения 
квантовых ям InGaN/GaN при увеличении 
тока накачки и влияния латеральной де-
локализации носителей тока в квантовых 
ямах на эффективность светодиодов при 
высоких уровнях инжекции.

Отдельно отметим оригинальные рабо-
ты, посвященные исследованию люминес-
центных свойств спиновых светоизлучаю-
щих диодов с дельта-слоями марганца, в 

которых поляризация носителей по спину 
происходит непосредственно в активной 
области путем обменного взаимодействия 
между магнитными ионами марганца в 
дельта-легированном слое и носителями в 
квантовой яме InGaAs. Практический ин-
терес представляют результаты изучения 
влияния дефектообразования при гамма-
нейтронном облучении гетеронанострук-
тур In(Ga)AlAs/ GaAs на их оптоэлектрон-
ные свойства. Вызывает также интерес 
многогранное изучение графенов: экс-
периментальные исследования рентгено-
стимулированного восстановления оксида 
графена; теоретические исследования элек-
тронной структуры мультиграфенов; дис-
персионного взаимодействия различных 
атомов с графеном.

Работа студента СПбГПУ И.С. Махова 
«Фотолюминесценция дальнего и ближне-
го ИК диапазона, связанная с примесными 
донорными состояниями в квантовых ямах 
n-GaAs/AlGaAs», а также проект аспиран-
та СПбГПУ В.П.  Пащенко «Формирова-
ние индуцированной электрическим полем 
акустической сверхрешетки в сегнетоэлек-
трической тонкой пленке» рекомендова-
ны для участия в конкурсе по Программе 
«УМНИК» с последующим финансирова-
нием проектов-победителей Фондом содей-
ствия развитию малых форм предприятий в 
научно-технической сфере.

Дипломами 2-й степени и денежными 
премиями Программный комитет наградил 
аспиранта ИФМ РАН (Нижний Новгород) 
В.В. Румянцева за экспериментальные ис-
следования длинноволновой инфракрасной 
фотолюминесценции и фотопроводимости 
в узкозонных твердых растворах HgCdTe 
и квантовых ям на слоях HgCdTe разно-
го состава, а также аспирантку СПбГЭТУ 
М.С.  Миронову за теоретический расчет 
энергетического спектра и волновых функ-
ций в структурах с квантовой ямой SiGe/
Si/SiGe. Дипломов 3-й степени и премий 
удостоены студентка СПбГУ Н.Е. Коптева 
за экспериментальное исследование фото-
индуцированного керровского вращения 
в микрорезонаторе с квантовой ямой, а 
также студент МГУ Е.П.  Кубашевский за 
теоретическую работу, посвященную пере-
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ключению поляризационных мод излуче-
ния лазерных полупроводниковых диодов 
на основе твердых растворов А3В5 при од-
ноосном сжатии.

Значительное число работ, представлен-
ных на секции «Квантовые точки, квантовые 
нити и другие низкоразмерные системы», 
посвящено исследованию электрических, 
оптических, фотоэлектрических свойств на-
ноструктур различной размерности, а также 
методам и условиям их приготовления. За-
служивают внимания экспериментальные 
исследования фотолюминесценции нано-
кристаллов кремния в матрице аморфного 
гидрогенизированного кремния; особен-
ностей фототока массива квантовых нитей 
GaAs/InGaAs со структурой ядро-оболочка; 
люминесценции в коллоидных квантовых 
точках CdSe; гетероструктур с квантовыми 
точками InAs/GaAs методом высокораз-
решающей просвечивающей электронной 
микроскопии; изучению прямоугольных и 
круговых призматических петель дислока-
ций несоответствия в наногетероструктурах 
(композитных наночастицах и радиально-
неоднородных нанопроволоках типа 
ядро-оболочка); безызлучательной оже-
рекомбинации в нанокристаллах кремния, 
легированных мелкими донорами; синтезу 
и исследованию металлических наночастиц 
с плазмонным резонансом  в матрице ара-
биногалактана.

Среди представленных теоретических 
работ следует упомянуть исследования 
процесса передачи энергии от экситонов 
полупроводниковой квантовой нити к ма-
трице из органических молекул; магнетиз-
ма и стабильности кластеров силицидов 
переходных металлов; расчет упругих на-
пряжений, зонной диаграммы и положения 
основных уровней квантования электрона 
и тяжелой дырки в квантовых точках InAs; 
электронной структуры ограниченных по 
длине закрытых одностенных кресельных 
и зигзагообразных углеродных нанотрубок; 
работы выхода с графеновых наноструктур.

Среди экспериментальных работ сле-
дует отметить исследования фотопроводи-
мости массивов квантовых точек Ge/Si в 
среднем инфракрасном диапазоне (аспи-

рант СПбГПУ Р.М.  Балагула получил за 
них диплом 3-й степени и премию); среди 
теоретических – исследование краевых со-
стояний в топологическом изоляторе вис-
мут на кремнии (аспирант Нижегородско-
го ГУ А.А. Чубанов, диплом 3-й степени и 
премия) и изучение возможности приме-
нения функционалов плотности к расчету 
электронной структуры и колебательных 
спектров молекул-оснований ДНК и РНК 
(студентка МГУ А.В. Виккулова, поощри-
тельный диплом).

В докладах, представленных на секции 
«Приборы опто- и наноэлектроники», от-
ражен широкий спектр прикладных ис-
следований. С точки зрения практического 
применения наиболее значимыми пред-
ставляются работы по исследованию при-
борных структур на основе широкозон-
ных полупроводниковых нитридов третьей 
группы периодической системы Д.И. Мен-
делеева. Исследованы фотодетекторы на 
твердых растворах AlGaN с резким длин-
новолновым краем чувствительности в за-
данной области ультрафиолета, в том числе 
нечувствительные к солнечному свету (сол-
нечнослепые и видимослепые фотоприем-
ники). Представлены результаты численно-
го моделирования светодиодных структур 
на основе GaN/InGaN. Экспериментальная 
работа аспиранта Академического универ-
ситета (Санкт-Петербург) А.В.  Бабичева, 
посвященная исследованию возможности 
использования графена в качестве про-
зрачного контакта к поверхности массива 
GaN-пирамид в светодиодных структурах, 
рекомендована для участия в конкурсе по 
Программе «УМНИК». Исследованные в 
работе структуры демонстрируют электро-
люминесценцию в длинноволновой обла-
сти видимого спектра и, в сочетании с мно-
жественными квантовыми ямами InGaN/
GaN, перспективны для создания источни-
ков белого света нового поколения.

Ряд работ посвящен проблеме преобра-
зования солнечной энергии. На предыду-
щих конференциях при решении проблем 
ее фотоэлектрического преобразования 
основное внимание было сконцентрирова-
но на многокаскадных преобразователях, 
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представляющих комбинацию резких гете-
ропереходов. На настоящей конференции 
обсуждался альтернативный вариант: фото-
приемник с варизонной структурой. Сту-
дентом СПбГЭТУ А.Н. Свистуновым разра-
ботана технология получения слоев твердых 
растворов на основе GaSb с изменяющейся 
по толщине шириной запрещенной зоны, 
отмечено увеличение напряжения холостого 
хода за счет градиента ширины запрещен-
ной зоны. Важное практическое значение 
имеют также разработки полупрозрачных 
солнечных модулей на основе аморфного 
и микрокристаллического кремния, пред-
ставленные на конференции аспирантом 
Г.М.  Аблаевым из Академического уни-
верситета (Санкт-Петербург). Безусловный 
практический интерес представляют разра-
ботки фотоприемников лазерного излуче-
ния на основе гетероструктур InGaAsP/InP 
для беспроводной передачи электроэнергии 
(аспирант СПбГЭТУ А.Е. Маричев) и мало-
инерционного пироэлектрического прием-
ника субмиллиметрового диапазона. Кроме 
того, на конференции обсуждались разра-
ботки датчиков разнообразных физических 
величин и газочувствительных сенсоров. 
Доклад студентки СПбГПУ Е.Д. Карпенко 
был посвящен исследованиям волноводных 
свойств стекол с наночастицами серебра на 
поверхности. Эти исследования нацелены 
на создание биосенсоров.

Указанные работы участников конфе-
ренции А.Н.  Свистунова, Г.М.  Аблаева, 
А.Е. Маричева и Е.Д. Карпенко рекомендо-
ваны Программным комитетом для участия 
в конкурсе по Программе «УМНИК».

На секции «Новые материалы» в основ-
ном представлены работы, посвященные 
исследованию органических, полимерных 
и композиционных материалов с нано- и 
микровключениями: изучению характери-
стик переключений на микромасштабах в 
образцах с резистивной памятью на базе 
полимерных и композитных материалов; 
исследованию оптических свойств металло-
полупроводниковых метаматериалов на 
основе матрицы AlGaAs с хаотическими и 
упорядоченными массивами нановключе-
ний As и Sb; разработке резистивных ма-

териалов  для создания новых элементов 
фазовой памяти в системах ионных стекло-
образных проводников Cu-Ag-Ge-As-Se; 
методов создания нанокомпозитных мате-
риалов на основе фуллеренсодержащих мо-
лекулярных комплексов C60-CdTe, C60-CdS 
для преобразователей солнечной энергии. 
Большой интерес вызвали результаты ис-
следований формирования гексагональной 
структурной модификации кремния на 
сапфире.

Проблематика проектов, доклады по 
которым представлены на конференции, 
соответствует перечню актуальных проблем 
современной физики полупроводников и 
поддержана различными фондами и про-
граммами. В частности, 14 работ поддержа-
ны Российским фондом фундаментальных 
исследований, 8 работ – Министерством 
образования и науки РФ, в том числе 2 – 
в рамках Федеральной целевой программы 
«Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России». Ряд участников 
конференции получили финансовую под-
держку за счет других фондов, правитель-
ственных и ведомственных программ (8 
работ), 4 работы выполнены в рамках про-
грамм по международному сотрудничеству.

Следует отметить высокий уровень до-
кладов и подчеркнуть, что многие лучшие 
доклады явились результатом совместных 
исследований представителей вузов и Рос-
сийской академии наук. Участники конфе-
ренции констатируют важность проведения 
научной конференции по физике полупро-
водников и наноструктур, полупроводнико-
вой опто- и наноэлектронике для студентов 
и аспирантов как с точки зрения представ-
ления и обсуждения научных результатов, 
так и с точки зрения установления научных 
контактов и организации совместных науч-
ных исследований.

Очередную Всероссийскую молодежную 
конференцию по физике полупроводников 
и наноструктур, полупроводниковой опто- 
и наноэлектронике предполагается прове-
сти в г. Санкт-Петербурге в октябре-ноябре 
2014 г. Соответствующая информация будет 
размещена на сайте www.semicond.spbstu.ru
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(on the 15th All Russian Youth Conference).

Short review of results of the conference is done. The works, recommended to practical using, are 
mentioned.
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УДК 001 + 54
А.Г. Морачевский, Е.Г. Фирсова

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет 

ПРОФЕССОР ВЛАДИМИР ЕФИМОВИЧ ГРУМ-ГРЖИМАЙЛО 
(к 150-летию со дня рождения)

Очерк посвящен жизни и творческой деятельности В.Е. Грум-Гржимайло 
(1864 – 1928) – выдающегося российского и советского изобретателя, 
инженера-металлурга, педагога и организатора производства. Являлся членом-
корреспондентом АН СССР по отделению физико-математических наук (из-
бран в 1927 году). Одиннадцать лет преподавал в Петербургском (Петроград-
ском) политехническом институте.  

ИНЖЕНЕР-МЕТАЛЛУРГ, ГРУМ-ГРЖИМАЙЛО, ЧЛЕН-КОРРЕСПОНДЕНТ АН СССР, 
САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ.

Владимир Ефимович Грум-Гржимайло 
был профессором Металлургического от-
деления Санкт-Петербургского (Петро-
градского) политехнического института  
с 1907 по 1918 год. Он проявил себя вы-
дающимся ученым-металлургом и ориги-
нальным мыслителем; это был человек, не 
допускавший компромиссов с собственной 
совестью. Его классический труд «Пламен-
ные печи» (1925) [1] получил мировое при-
знание. Высокую оценку заслужили напи-
санные им учебники по производству стали 
и прокатному производству.

В.Е. Грум-Гржимайло родился 12 февра-
ля 1864 года в Санкт-Петербурге в дворян-
ской семье, корни которой уходят к одному 
из древнейших европейских родов. Его отец 
Е.Г. Грум-Гржимайло, юрист, скончался в 
1870 году, не достигнув и пятидесяти лет. 
Большая семья, включавшая шестерых 
детей, осталась практически без средств 
к существованию. В.Е. Грум-Гржимайло 
окончил в Петербурге военную гимназию 
(его мать была дочерью генерала) в возрас-
те шестнадцати лет и четырех месяцев [2]. 
Тяжелое материальное положение семьи 
вызывало у него желание скорее завершить 
образование и иметь собственный зарабо-
ток. Выпускник гимназии решил поступать 

Владимир Ефимович Грум-Гржимайло  
(1864 – 1928)

Фотография предоставлена из фондов Историко-
технического музея СПбГПУ
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в Горный институт в Санкт-Петербурге, в 
единственное в те годы высшее учебное за-
ведение в России, где готовились специа-
листы по горному делу и металлургии.

В 1880 году, несмотря на большой кон-
курс, В.Е. Грум-Гржимайло поступил в 
Горный институт и уже со второго кур-
са начал получать стипендию, что позво-
лило ему не заниматься репетиторством и 
все время посвящать учебе. Все годы обу-
чения этот одаренный юноша был в чис-
ле лучших студентов; в 1885 году успешно 
закончил институт, получив премию за 
выполненный дипломный проект. В про-
цессе обучения В.Е. Грум-Гржимайло по-
сещал металлургические предприятия и ка-
менноугольные шахты, принимал участие 
в геологических экспедициях. К момен-
ту окончания института, несмотря на ряд 
лестных предложений, у него созрело твер-
дое желание стать заводским инженером.  
В очень краткой автобиографии, написан-
ной в 1921 году, говорится: «Языков я не 
знал, книг не любил, решил, что буду рабо-
тать на заводе. Я не считал себя способным 
быть ученым. Мой идеал того времени –  
практический деятель». Во время учебы в 
Горном институте В.Е. Грум-Гржимайло 
принял для себя решение – никогда не за-
ниматься политикой. С раннего возраста 
ему было присуще умение ценить время.

По окончании института молодой ин-
женер принял приглашение на работу в 
Нижнем Тагиле, на одном из заводов, 
принадлежащих наследникам только что 
скончавшегося известного русского про-
мышленника П.П. Демидова (1839 – 1885). 
На нижне-тагильском заводе В.Е. Грум-
Гржимайло прошел стажировку и в октябре 
1886 года был назначен начальником про-
катного цеха и помощником управителя 
Нижне-Салдинского завода. Управителем 
завода был опытный и талантливый спе-
циалист К.П. Поленов (1835 – 1908); при 
нем на заводе был освоен и усовершенство-
ван процесс бессемерования при производ-
стве стали. В.Е. Грум-Гржимайло детально 
изучил этот процесс, дал ему объяснение 
с физико-химических позиций, показал 
его экономическую целесообразность и 

опубликовал статью «Бессемерование на 
Нижне-Салдинском заводе» [3]. В дальней-
шем описанный в этой работе процесс по-
лучил название «русское бессемерование». 
После совершенной в 1892 году поездки 
по Западной и Северной Европе, включая 
Швецию, В.Е. Грум-Гржимайло написал 
новую статью «Бессемерование в Швеции» 
о конвертерном производстве стали [4]. 

В 1894 году Владимир Ефимович полу-
чил приглашение занять должность главного 
инженера на Александровском сталелитей-
ном заводе в Петербурге. Завод представлял 
собой филиал французского предприятия и 
поставлял флоту лучшее в России котель-
ное железо. Однако надежда выдающегося 
ученого-металлурга на получение новых 
знаний и опыта не оправдалась, и уже в ав-
густе 1895 года  Грум-Гржимайло с семьей 
вернулся на Урал, на заводы Демидовых, 
фактически став помощником управляю-
щего Нижне-Тагильским горным округом. 
В мае 1897 года его назначили управителем 
завода в Верхней Салде; одновременно он 
занимается строительством рельсопрокат-
ного стана на Нижне-Салдинском заводе. 
Летом 1902 года, после выхода К.П. Поле-
нова в отставку, В.Е. Грум-Гржимайло ста-
новится управителем завода в Нижней Сал-
де, где его главным делом является пуск и 
наладка прокатного стана. Вскоре прокат-
ное производство в Нижней Салде начало 
выпуск отличных рельсов марки «старый 
соболь» для строящейся Транссибирской 
магистрали. Сразу же после пуска прокат-
ного стана В.Е. Грум-Гржимайло получил 
приглашение занять место управляюще-
го всеми заводами Алапаевского горного 
округа. Летом 1902 года Владимир Ефи-
мович с семьей переехал в Алапаевск, рас-
положенный примерно в 100 км от Нижней 
Салды. В Алапаевский горный округ входи-
ло пять заводов. Революционные события  
1904 – 1907 гг. существенно изменили об-
становку в Алапаевске, где было большое 
число политических ссыльных. Пришлось 
объявить в городе военное положение и 
вызвать войска для охраны заводов. К 
этому времени В.Е. Грум-Гржимайло уже 
получил приглашение из Петербургского 
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политехнического института занять долж-
ность профессора металлургии. Необходи-
мо было только дождаться на старой долж-
ности, когда ему найдут заместителя.

Вся большая семья (у Владимира Ефи-
мовича было пять сыновей и две дочери) 
в начале сентября 1907 года переехала в 
Петербург.  20 ноября того же года Со-
вет политехнического института присудил 
В.Е. Грум-Гржимайло звание адъюнкта по 
металлургии без представления им диссер-
тации, без экзаменов и пробных лекций 
(«ввиду выдающейся технической деятель-
ности»). 24 марта 1908 года решение Сове-
та утвердил министр торговли и промыш-
ленности («в виде особого, на сей случай, 
исключения»). 14 мая 1908 года Совет по-
литехнического института единогласно из-
брал адъюнкта В.Е. Грум-Гржимайло на 
должность экстраординарного профессора 
по кафедре металлургии. 5 июня того же 
года это решение было утверждено мини-
стром торговли и промышленности. 7 июля  
1908 года последовало Высочайшее согла-
сие.

В.Е. Грум-Гржимайло быстро выдвинул-
ся в число ведущих, наиболее авторитетных 
профессоров Политехнического институ-
та, принял участие в основании Русско-
го металлургического общества, активно 
публиковал свои труды в журнале этого 
общества; статьи профессора переиздают  
французские металлургические журналы.  
В 1911 году Совет политехнического ин-
ститута избирает его ординарным профес-
сором.

После переезда в Петербург Владимир 
Ефимович не порывает связей  с завода-
ми, а, наоборот, эти связи упрочились, 
поскольку ученый, активно публикующий 
свои работы, быстро приобрел европей-
скую известность не только как специалист 
в области производства стали, но и как 
конструктор печей различного назначе-
ния. После начала первой мировой войны 
В.Е. Грум-Гржимайло был буквально зава-
лен заказами на проектную документацию 
для строительства и реконструкции на-
гревательных печей для прокатных станов 
и горячей штамповки, а также печей для 
термической обработки инструмента, ору-

дийных стволов и снарядов. В 1915 году со-
вместно с инженерами Путиловского завода 
было создано «Металлургическое бюро В.Е. 
Грум-Гржимайло». К концу 1916 года это 
бюро выполнило не менее 400–500 рабочих 
чертежей агрегатов различного назначения, 
преимущественно для заводов, связанных с 
военной продукцией. В 1918 году, в связи с 
общим расстройством финансовой системы 
в стране, бюро было ликвидировано. 

Занятия в Политехническом институ-
те практически прекратились, и прокор-
мить большую семью стало невозможным 
для профессора. В июне 1918 года он вы-
ехал опять на Урал, в Алапаевск. Кругом 
бушевала  гражданская война; В.Е. Грум-
Гржимайло состоял тогда в должности кон-
сультанта на одном из уральских заводов. 
При отступлении на восток армии адми-
рала Колчака, Владимир Ефимович вместе 
с семьей и служащими завода летом 1919 
года был вывезен в Томск. Однако пребы-
вание в этом сибирском городе оказалось 
недолгим. Уже в июне 1920 года вся семья 
возвращается на Урал, в Екатеринбург. Там 
Грум-Гржимайло принимает активное уча-
стие в организации Уральского универси-
тета, в восстановлении металлургической 
промышленности Урала, пострадавшей в 
период гражданской войны.

Попытка вернуться в Петроградский 
политехнический институт оказалась не-
удачной, поскольку руководство институ-
та не могло гарантировать ни предостав-
ления ему квартиры, соответствующей 
размерам семьи, ни продовольственных 
пайков. Осенью 1920 года В.Е. Грум-
Гржимайло принял решение обосновать-
ся в Екатеринбурге, на уральской земле, 
где он начинал свою трудовую деятель-
ность, где получил широкую известность 
и был очень нужен. В связи с этим при-
нятым  решением В.Е. Грум-Гржимайло  
назначили руководителем Комиссии по 
восстановлению промышленности Урала.  
В Уральском государственном университете 
он начал читать сразу несколько специаль-
ных курсов металлургической направлен-
ности. Однако политическая обстановка 
в университете и вне его стен была, мяг-
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ко говоря, не вполне благоприятной. Не-
посредственной причиной, заставившей 
ученого изменить свое решение и уехать 
в Москву, были нападки на него в газете 
«Уральский рабочий» и других средствах 
массовой информации, развернувшиеся 
после выступления В.Е. Грум-Гржимайло 
в качестве свидетеля защиты в «деле про-
фессора Клера». Известный на Урале гео-
лог и краевед М.О. Клер обвинялся в пе-
редаче сведений о состоянии платиновых 
приисков на Урале французской стороне 
(иначе говоря, в шпионаже), несмотря на 
то, что эти сведения были опубликованы в 
печати, а самого понятия государственной 
тайны применительно к экономическим 
вопросам еще не было.

В июне 1924 года Владимир Ефимович с 
семьей переезжает в Москву, где на хозрас-
четной основе было создано «Бюро метал-
лургических и теплотехнических конструк-
ций» (БМТК); он становится во главе этого 
бюро. К тому времени созданная ученым ги-
дравлическая теория, лежащая в основе кон-
струирования и расчета пламенных печей, 
уже получила широкое распространение. В 
январе 1927 года В.Е. Грум-Гржимайло был 
избран членом-корреспондентом АН СССР 
по отделению физико-математических наук 
(по специальности «химия и ее технические 
приложения»). Тем самым ученый получил 
официальное признание своих заслуг перед 
отечественной наукой. Однако тяжелая об-
становка тех лет, нападки в прессе на его 

гражданскую позицию привели к тому, что 
физические и душевные силы этого вы-
дающегося человека были уже на исходе.  
В.Е. Грум-Гржимайло скончался 30 октября 
1928 года на шестьдесят пятом году жизни 
от заболевания печени. Многие газеты и 
журналы в нашей стране и за рубежом опу-
бликовали некрологи.

Член-корреспондент АН СССР, про-
фессор Ленинградского политехнического 
института А.А. Байков на Общем собрании 
Русского металлургического общества в Ле-
нинграде, выступая с речью, посвященной 
памяти В.Е. Грум-Гржимайло, высоко оце-
нил заслуги ученого: «Вся его жизнь пред-
ставляла собой непрерывный труд, всю 
жизнь он учился, мыслил и творил, и во 
всех областях, в которых он работал, он до-
стиг выдающихся и крупных результатов. 
Мыслитель, творец-техник – он совмещал 
в себе гармоническим образом все то, что 
практическую деятельность может сделать 
наиболее плодотворной, и сама жизнь его 
была так же прекрасна и замечательна, 
как те труды его, благодаря которым имя  
В.Е. Грум-Гржимайло навсегда останется 
гордостью русской металлургии».

Значительно подробнее об инженерной, 
научной и педагогической деятельности 
Владимира Ефимовича Грум-Гржимайло, 
его гражданской позиции рассказывается 
в работах [2, 5]. Большое число различных 
документов и воспоминаний об ученом и 
его семье содержится в сборниках [6, 7].
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Morachevskiy A.G., Firsova E.G. PROFESSOR VLADIMIR EFIMOVICH GRUM-
GRZHIMAILO (on the occasion of his 150th birthday)

The article is dedicated to the life and creative work of V.E. Grum-Grzhimailo (1864 – 1928), who 
was an outstanding Russian and Soviet inventor, a metallurgical engineer, a pedagogue and a production 
organizer. He also was a corresponding member of the Academy of Science of the USSR (elected in 1927). 
For 11 years he was a lecturer at St. Petersburg Polytechnical Institute. 

METALLURGICAL ENGINEER, GRUM-GRZHIMAILO, CORRESPONDING MEMBER OF 
ACADEMY OF SCIENCE OF THE USSR, SPBSPU. 
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