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ФИЗИКА КОНДЕНСИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ

В настоящее время со стороны 
промышленности проявляется значительный 
интерес к полупроводниковым источникам 
излучения инфракрасного диапазона, 
применяемым для создания спектрально-
аналитической аппаратуры различного 
назначения, в том числе мониторинга 
окружающей среды. Основные требования к 
указанным источникам при из разработке – 
это заданный спектральный диапазон 
генерируемого излучения (как правило, длина 
волны излучения λ > 1,5 мкм), возможность 
работы при температуре окружающей среды 
(т.  е. без устройств термостатирования) и де-
шевизна. Этим требованиям удовлетворяют 
фотолюминесцентные излучатели, выпускаемые 
в настоящее время в ОАО «НИИ Гириконд» [1] на 
основе пленок твердых растворов селенида свин-
ца и кадмия Pb1–xCdxSe (x  = 0,0 – 0,2), созданных на 
стеклянных подложках. В процессе изготовления 
источников излучения применяются, в 
частности, высокотемпературный отжиг пленок 
в кислородсодержащей среде и обработка 
созданных структур в парах йода. Изготовленные 
таким образом структуры представляют собой 
гетерогенные системы, поверхность которых 
покрыта «стекловидной фазой», в составе которой 
обнаружен селенит свинца PbSeO3 и соединения 
йода [2]. Эти обстоятельства существенно 
осложняют исследование физических 
процессов, обуславливающих достаточно 
высокую эффективность излучателей, и 

затрудняют поиски путей улучшения их 
эксплуатационных характеристик. Поэтому 
представлялось целесообразным выполнить 
комплексное исследование морфологии и 
физических свойств структур, изготавливаемых 
в ОАО «НИИ Гириконд» на всех стадиях их 
формирования.

В качестве основных методов исследования 
было избрано изучение спектров оптического 
поглощения и фотолюминесценции, в качестве 
дополнительных – измерения коэффициента 
Холла, фотопроводимости, морфологии пле-
нок и параметра решетки полупроводниковых 
материалов.

 Объектами исследования служили пленки, 
сформированные на различных подложках. Все 
исследования, результаты которых представле-
ны в настоящей работе, выполнены при ком-
натной температуре.

Свойства пленок, выращенных 
на ориентирующих подложках

Прежде чем приступать к исследованию 
пленок на стеклянных подложках, используе-
мых при создании источников излучения, пред-
ставлялось целесообразным изучить свойства 
пленок Pb1─хCdхSe, x = (0,0 – 0,2), созданных 
на ориентирующих подложках из фтористого 
кальция CaF2, выколотых по плоскости спайно-
сти (111). Для него значения температурного ко-
эффициента линейного расширения αT близки 
к величинам αT для PbSe (при T = 300 K в PbSe 

УДК 535.345:628.9.038:535.37
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αT = 1,948∙10–5 K–1, а в CaF2 –1,838∙10–5 K–1). 
Пленки формировались в открытом вакууме из 
кварцевого испарителя с косвенным нагревом 
и представляли собой поликристаллические 
структуры с размерами отдельных кристалли-
тов, не превышающими 0,2 мкм. Шихтой для 
напыления всех исследованных в настоящей 
работе пленок служили синтезированные нами 
материалы с избытком селена. 

Наибольшее внимание было уделено ис-
следованию пленок, изготовленных из селенида 
свинца (причины этого изложены далее). Эти 
пленки обладали проводимостью p-типа, ве-
личина холловской концентрации дырок в них 
(pH) составляла примерно 5·1018 см–3 (следует 
учитывать существование в p-PbSe температур-
ной зависимости холловского коэффициента 
[3], поэтому действительная величина концен-
трации дырок должна быть выше pH, измерен-
ной при комнатной температуре), а величина 
параметра решетки, определенная при помощи 
дифрактометра «Дрон-2.0» по дифракционной 
линии (600), составляла a0 = (6,128±0,001) Å. 
Поскольку в этих пленах не были обнаруже-
ны ни фотопроводимость, ни фотолюминес-
ценция, основным методом исследования их 
свойств стало изучение спектров оптического 
поглощения.

Для определения коэффициента оптическо-
го поглощения α в исследуемых пленках были 
измерены спектры коэффициентов отражения 
и прозрачности при помощи Фурье-спектро-
метра ФСМ 1201. Расчет оптических констант 
пленок (показателя преломления n и коэффи-
циента экстинкции k = αλ/4π) был произведен 
по методике, изложенной в работе [4]. Получен-
ные при этом спектральные зависимости коэф-
фициента поглощения α в изучаемых пленках 
представлены на рис. 1 в координатах (α1/2, hν) 
и (α2, hν), обычно применяемых при анализе 
спектров α(hν) в халькогенидах свинца. На этом 
же рисунке представлены данные Скэнлона для 
селенида свинца, взятые из работы [5]. 

Видно, что край собственного поглоще-
ния в изученных твердых растворах Pb1─хCdхSe 
смещается в коротковолновую область спек-
тра по мере увеличения содержания в них 
кадмия вплоть до x = 0,1. Это свидетельству-
ет об увеличении в них ширины запрещен-
ной зоны Eg при возрастании параметра x. 
Обращает на себя внимание также, что за-

висимости α(hν) в Pb1–xCdxSe спрямляются 
как в координатах (α1/2, hν), так и (α2, hν). При 
этом в коротковолновой области спектра (рис. 
1,а), экспериментальные точки, построенные 
в координатах (α1/2, hν), оказываются распо-
ложенными ниже прямых, экстраполирующих 
зависимости α1/2(hν) в область высоких энергий 
квантов света. Ранее подобный эффект был 
обнаружен Скэнлоном при исследовании спек-
тров α(hν) во всех трех халькогенидах свинца 
[5]. Согласно его данным, разница в энергиях 
между порогами прямых и непрямых межзон-
ных переходов составляет 30 мэВ в PbTe и PbSe 
и 40 мэВ в PbS. Однако халькогениды свинца 
прямозонны. Это также было впервые установ-
лено Скэнлоном, который обнаружил, что при 
α ≥ 3000 см–1 экспериментальные точки спрям-
ляются в координатах (α2, hν) для прямых раз-

а)

б)

Рис. 1. Спектральные зависимости коэффициента 
оптического поглощения α в пленке Pb1–xCdxSe при 
T = 300 K, построенные в координатах для непрямых 
(а) и прямых (б) межзонных оптических переходов.
Значения x: 0 (1, 5); 0,04 (2); 0,1 (3); 0,2 (4). 1 – 4 – наши 

данные, 5 – данные Скэнлона [5]
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решенных переходов (впоследствии это было 
подтверждено расчетами зонных спектров халь-
когенидов свинца; см., например, работу [5]). 
Для того, чтобы объяснить полученные данные, 
Скэнлон предположил, что в прямозонных по-
лупроводниках непрямые межзонные переходы 
при hν < Eg могут происходить с поглощением 
длинноволнового оптического фонона. Однако 
в рамках подобного предположения остается 
непонятным, почему скорость возрастания зна-
чений α в области непрямых переходов оказы-
вается намного большей, чем в области прямых, 
тогда как хорошо известно, что вероятность 
реализации трехчастичных процессов (квант 
света + электрон + фонон) должна быть на по-
рядки ниже, чем двухчастичных (квант света + 
электрон). Неясно также, каким образом могут 
реализовываться подобные переходы в селе-
ниде и теллуриде свинца, в которых энергии 
продольных оптических фононов составляют 
(16,5 ± 0,6) и (13,6 ± 0,4) мэВ соответственно. 

Впоследствии были получены и другие экс-
периментальные результаты, не укладывающи-
еся в рамки предложенного Скэнлоном объяс-
нения. Так, при исследовании теллурида свинца 
[6] было обнаружено, что значения коэффици-
ента поглощения в области так называемых «не-
прямых переходов» и величины отсечек прямых 
α1/2(hν) на оси абсцисс, определенные при ис-
следовании различных образцов, варьируются 
в широких пределах, а частотные зависимости 
α(hν) в рассматриваемой спектральной области 
спрямляются также и в координатах (lnα, hν). 
Учитывая изложенное выше, а также экспери-
ментальные факты и аргументы, приведенные 
в работе [7], можно предполагать, что рассма-
триваемые участки спектральных зависимостей 
α связаны с «хвостами» плотности локализо-
ванных состояний, простирающимися в глубь 
запрещенной зоны. Отметим, что спрямление 
экспериментальных зависимостей коэффици-
ента оптического поглощения в координатах 
для непрямых разрешенных переходов α1/2, hν 
в прямозонных полупроводниках неоднократ-
но наблюдалось и ранее [8], и поэтому может 
рассматриваться в качестве характерного при-
знака, свидетельствующего о существовании в 
них «хвостов» плотности локализованных со-
стояний, расположенных в запрещенной зоне.

Данные настоящей работы, полученные в 
системе твердых растворов Pb1–xCdxSe согла-

суются с этим предположением и могут рас-
сматриваться в качестве его дополнительного 
экспериментального обоснования. В частно-
сти, видно (рис. 1,а), что в PbSe/CaF2 отсечка 
прямой α1/2(hν) на оси абсцисс расположена 
при более низких значениях энергий квантов 
света, чем в образце, исследованном Скэнло-
ном (0,26 эВ). 

Из всего вышеизложенного следует, что при 
анализе спектров коэффициента поглощения в 
халькогенидах свинца и твердых растворах на 
его основе, выполняемом с целью определения 
ширины запрещенной зоны Eg и типа опти-
ческих переходов на пороге межзонного по-
глощения, должны рассматриваться именно те 
участки экспериментальных спектров, которые 
неаддитивны к экстраполяционным прямым 
α1/2(hν). Учитывая это, на основании данных, 
представленных на рис. 1,б, можно заключить, 
что все исследованные в настоящей работе 
твердые растворы Pb1–xCdxSe прямозонны. 

Однако в спектрах α2(hν), представленных 
на рис. 1,б, наблюдаются особенности, кото-
рые свидетельствуют о сложности физических 
процессов, протекающих при формировании 
пленок. Особенно наглядно они проявляются 
в селениде свинца, монокристаллические об-
разцы которого, обладающие невырожденным 
газом свободных носителей заряда, были под-
робно исследованы ранее [9]. 

Прежде всего следует отметить, что край 
собственного поглощения в исследованной 
пленке PbSe/CaF2 расположен при более низ-
ких энергиях квантов света, нежели это должно 
быть в образце с концентрацией дырок pH = 
5·1018 см–3. Действительно, в случае реализации 
прямых межзонных переходов в легированных 
халькогенидах свинца, в которых эффективные 
массы электронов и дырок близки, определя-
ется значение ширины запрещенной зоны Eg

N, 
отличающееся от ее значения Eg

0 в образце с 
невырожденным газом свободных носителей 
заряда на удвоенную величину химического 
потенциала µ (Eg

N = Eg
0 + 2µ). Оценка величины 

µ была выполнена в рамках кейновской модели 
непараболичности согласно выражению

 3/2 0 3/2 * *
H 0 03

8
(2 ) ( , )

3
dp m kT L

h

π
= µ β , (1)

в котором n m
kL   – обобщенный интеграл Ферми 

[5], md0 – эффективная масса плотности со-
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стояний в потолке валентной зоны, µ* = µ/kT, 
β* = kT/Eg. При этом были использованы пара-
метры валентной зоны PbSe, приведенные в 
работе [5]. Оказалось, что в пленке PbSe/CaF2 
значение µ = 0,03 эВ, следовательно, величина 
Eg

N должна быть равна 0,35 эВ. Это заметно 
превышает величину отсечки зависимости 
α2(hν) на оси абсцисс (0,3 эВ). Отмеченное рас-
хождение в величинах Eg

N, полученных в экс-
перименте (см. рис. 1,б) и при помощи расчета, 
позволяет заключить, что существенную роль 
в исследованной пленке играет обменное вза-
имодействие свободных дырок, приводящее к 
сужению запрещенной зоны PbSe. Этот эффект 
применительно к многодолинным полупрово-
дникам был рассмотрен в работе [10]. Ее авто-
ром было показано, что в сильно легированных 
материалах с многодолинной структурой зон 
ширина запрещенной зоны за счет обменного 
взаимодействия свободных носителей заряда 
взаимодействия уменьшается. При этом по-
правка к величине Eg равна:

  
2 1/3 2/3

1/3 1( )
2(3 / ) arctg ,

(1 )
g

e p M
E

− γγ
∆ = − π

ε γ − γ γ
 (2)

где p – концентрация свободных дырок; γ = 
= mt/ml – величина отношения поперечной (mt) 
и продольной (ml) компонент тензора эффек-
тивных масс; M – число эквивалентных долин, 
в PbSe равное четырем; ε – диэлектрическая 
проницаемость, в качестве которой в селениде 
свинца, как это было показано в работе [11], 
следует использовать высокочастотную диэлек-
трическую проницаемость ε∞.

Отметим, что формула (2) получена в при-
ближении µ/kT >> 1, поэтому в материалах с 
промежуточной степенью вырождения газа 
свободных носителей заряда расчет, на ней 
основанный, может дать лишь приближенную 
оценку величины ∆Eg. Тем не менее, даже такой 
расчет показывает, что в исследованной пленке 
PbSe/CaF2 влияние обменного взаимодействия 
свободных дырок может быть велико (сужение 
запрещенной зоны в ней, оцененное по фор-
муле (2), составляет 37 мэВ).

Вторая особенность, наблюдаемая в спек-
трах оптического поглощения, представленных 
на рис. 1,б, состоит в появлении излома на за-
висимостях α2(hν), представляющих собой со-
вокупность двух прямолинейных участков. Эта 

особенность спектров оптического поглощения 
свидетельствует о том, что исследованные плен-
ки растянуты в плоскости подложки вследствие 
различий в коэффициентах линейного теплового 
расширения αT материалов пленок и подложки.

Влияние одноосных деформаций на пара-
метры энергетического спектра халькогенидов 
свинца было подробно изучено авторами [12, 
13] при исследовании квантовых осцилляций в 
пленках Pb1–xSnxTe, выращенных на подложках 
из фтористого бария, выколотых по плоскости 
(111). Было установлено, что за счет растяжения 
пленок в плоскости подложки происходит снятие 
многодолинного вырождения зон (рис. 2). По-
скольку направление [111] является выделенным 
(вдоль него пленки сжимаются), один из экс-
тремумов зоны проводимости, а именно [111], 
смещается в шкале энергий вниз на величину

 – –1
[111] [110]

1 2
( )Spur ( ),

3 3
d u uE∆ = Ξ + Ξ ε + Ξ ε − ε  (3)

а три остальных – поднимаются. Их энергия 
возрастает на величину ∆E2, определяемую вы-
ражением

 – –2
[111] [110]

1 2
( )Spur ( ).

3 9
d u uE∆ = Ξ + Ξ ε − Ξ ε − ε  (4)

В формулах (3), (4) использованы обозна-
чения: Ξd, Ξu – константы деформационного 
потенциала; –

[111]
,ε  –

[110]
ε  – деформации вдоль 

направлений [111]   и 
–

[11 0]  соответственно; 
Spur ε – изменение объема при деформации. 

Рис. 2. Зонная схема пленок 
Pb1–xSnxTe/BaF2, растянутых в плоскости 

(111), по данным работ [12, 13];
Eg1, Eg2 – пороги прямых межзонных переходов; 

p – давление 



11

Физика конденсированного состояния

Соответствующие долины валентной зоны 
смещаются в результате деформации в тех же 
направлениях. Однако вследствие существен-
ного различия в величинах сдвиговых констант 
деформационного потенциала для валентной 
зоны Ξuv и зоны проводимости Ξuc (в частности, 
в Pb1–xSnxTe Ξuv ≈ 3Ξuc) величины сдвигов ∆E1 и 
∆E2 экстремумов в валентной зоне и зоне про-
водимости оказываются разными, что и должно 
приводить к различию в величинах порогов пря-
мых межзонных переходов Eg1 и Eg2 (см. рис. 2).

К сожалению, значения констант Ξd и Ξu 
в PbSe неизвестны. Это обстоятельство не 
позволяет с достаточной степенью точности 
оценить ширину запрещенной зоны в иссле-
дованных пленках Pb1–xCdxSe/CaF2, соответ-
ствующую недеформированному состоянию 
пленок. Можно только предполагать, что она 
находится в промежутке между коротковолно-
вым Eg1 и длинноволновым Eg2 порогами пря-
мых разрешенных переходов. Если учесть, что 
величины обоих порогов (Eg1 и Eg2) возрастают 
при увеличении содержания кадмия в твердых 
растворах вплоть до x = 0,1 по закону, близкому 

к линейному (рис. 3), а их параметр идентич-
ности при этом уменьшается, то можно считать, 
что при помощи использованной в работе тех-
нологии возможно создание однофазных пле-
нок Pb1–xCdxSe/CaF2 с содержанием кадмия 
вплоть до 10 мол.% CdSe. Экспериментальные 
результаты, полученные при исследовании пле-
нок Pb1–xCdxSe/CaF2, свидетельствуют также 
о том, что в качестве материала для создания 
длинноволновых источников излучения должен 
использоваться селенид свинца, обладающий 
наименьшей среди исследованных твердых рас-
творов шириной запрещенной зоны. 

Композитные пленки на стеклянных подложках

Для изготовления светоизлучающих структур, 
как уже указывалось выше, используются плен-
ки, приготовленные на стеклянных подложках. 
В исходном состоянии они обладают мелкокри-
сталлической структурой с размерами отдель-
ных кристаллитов 0,05–0,20 мкм и произволь-
ной ориентацией отдельных зерен относительно 
плоскости подложки. Ни фотопроводимости, ни 
фотолюминесценции в них обнаружено не было. 

Высокотемпературный отжиг пленок (при 
T = 600–800 K) радикально изменяет их струк-
туру и свойства. Морфология отожженных 
пленок была изучена при помощи растрового 
электронного микроскопа после растворения 
диэлектрической фазы, покрывающей пленку, 
в трилоне Б (данный растворитель, как известно 
[14], не взаимодействует с селенидом свинца и, 
следовательно, никоим образом не влияет на ха-
рактеристики полупроводникового материала). 
Оказалось, что в процессе отжига происходит 
рекристаллизация селенида свинца, а пленки 
приобретают фрактальную структуру (рис. 4,а), 
представляющую собой цепочки плотно прижа-
тых друг к другу кристаллитов PbSe с размерами, 
достигающими 1 мкм, разделенные сквозными 
отверстиями, углубленными в подложку при-
близительно на 0,2 мкм (отметим, что в составе 
диэлектрической фазы был обнаружен аламо-
зит PbSiO3, поэтому обнаруженные в подложке 
углубления позволяют считать, что источником 
кремния, необходимым для образования указан-
ного соединения, служил материал подложек). В 
дальнейшем пленки, созданные на стеклянных 
подложках и прошедшие высокотемпературную 
обработку в кислородсодержащей среде, будут 
для краткости называться композитными.

а)

б)

Рис. 3. Зависимости порогов прямых межзонных 
переходов Eg1 (1), Eg2 (2) (а) и параметра идентич-
ности a0 (б) в соединениях Pb1–xCdxSe от состава 

катионной подрешетки x

а0,Å
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Рис. 4. Микрофотографии поверхности композитных 
пленок PbSe, приготовленных на стеклянных подлож-
ках, полученные в растровом электронном микроскопе 

до (а) и после (б) их обработки в парах йода. 
«Стекловидная фаза», покрывающая кристаллиты, была 

удалена в трилоне Б. 

Рис. 5. Спектральные зависимости скорости спонтанной 
эмиссии rv в композитных пленках PbSe, приготов-
ленных на стеклянных подложках, полученные при 

комнатной температуре. 
Номера кривых соответствуют номерам образцов в 

таблице

Основные характеристики исследованных пленок селенида свинца

Номер 
образца

Пленка
pH, 1018 см–3 a0, Ǻ

Eg µ

Материал
(подложка)

Обработка эВ

1
PbSe

(CaF2)
– 5 6,128 ± 0,001

0,303 ± 0,005 (Eg2)
0,325 ± 0,005

(Eg1)
0,03

2
Композит

PbSe +
PbSeO3 +

PbSiO3
(Стекло)

– 1
6,125 ± 0,001

0,285 ± 0,003 – 0,003 ± 0,015

3 – 1 0,284 ± 0,003 – 0,004 ± 0,011

4 В трилоне Б – – 0,284 ± 0,001 – 0,002 ± 0,012

5 В парах йода – – 0,294 ± 0,003 – 0,003 ± 0,012

6
В парах йода 
и трилоне Б

– – 0,283 ± 0,003 0,009 ± 0,005

О б о з н а ч е н и я: pH – холловская концентрация дырок; µ – величина химического потенциала; Eg – ширина 
запрещенной зоны; Eg1, Eg2 – пороги прямых межзонных переходов.

П р и м е ч а н и е. Композитными называются пленки селенида свинца, созданные на стеклянных подложках и про-
шедшие высокотемпературную обработку в кислородсодержащей среде.

а)

б)
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Очевидно, что фрактальная структура ком-
позитных пленок полностью исключала воз-
можность определения параметров энергетиче-
ского спектра PbSe посредством исследования 
коэффициента оптического поглощения. От-
метим, что неоднородным в подобных пленках 
должно быть и распределение элементного со-
става в пределах отдельных кристаллитов. На 
это указывают прямые экспериментальные ис-
следования распределения элементов в пленках 
n-PbS, подвергнутых активационному отжигу 
в кислороде, выполненные авторами работы 
[15] методом Оже-анализа при непрерывном 
стравливании поверхности пленок пучком 
ионов аргона Ar+. Оказалось, что в подобных 
пленках p – n-переход располагается на рас-
стоянии ~ 0,5 мкм от их поверхности. Это может 
свидетельствовать о том, что кислород прони-
кает в сульфид свинца на достаточно большую 
глубину. Очевидно, что подобное явление, но в 
меньшем масштабе, может иметь место и в ком-
позитных пленках селенида свинца (вследствие 
того, что значения коэффициентов диффузии 
примесей и собственных дефектов в PbSe на 
порядки ниже, чем в PbS). Однако и в этом слу-
чае неоднородность пленок по глубине может 
существенным образом осложнить интерпрета-
цию экспериментальных данных, полученных 
при их изучении. Это связано с тем, что инфор-
мация, извлекаемая при помощи исследования 
различных эффектов в пленках, может отражать 
свойства различных областей, расположенных 
даже в пределах отдельно взятого кристаллита. 

После этих замечаний перейдем к рассмо-
трению экспериментальных данных, получен-
ных в композитных пленках. Исследования 
показали, что величина холловской концентра-
ции дырок в композитных пленках снижается 
до pH ≈ 1·1018 см–3, параметр идентичности a0 
уменьшается до (6,125±0,001) Ǻ (см. таблицу) и 
в них появляется фотолюминесценция (рис. 5, 
кривые 2, 3). Однако фотопроводимость в них 
по-прежнему отсутствует. Это свидетельствует 
об отсутствии в композитных пленках энер-
гетических барьеров, обуславливающих про-
странственное разделение фотовозбужденных 
носителей заряда, а значит и появление фото-
проводимости. Отсюда можно заключить, что 
композитная пленка в целом обладает прово-
димостью дырочного типа с неоднородным 
распределением дырок как по глубине, так и 

по поверхности (последнее обстоятельство 
обусловлено существованием межкристал-
литных границ, сквозь которые также может 
диффундировать кислород). При этом спектры 
фотолюминесценции (ФЛ) должны отражать 
свойства областей с низкой концентрацией 
свободных дырок. 

Характерной особенностью спектров ФЛ 
(см. рис. 5) является появление в них длин-
новолновых участков, расположенных при 
энергиях квантов света hν, существенно мень-
ших ширины запрещенной зоны в селениде 
свинца. Это указывает на то, что спектры ФЛ 
композитных пленок формируются не только 
за счет оптических переходов электронов между 
зонными состояниями, но и за счет переходов 
электронов между распространяющимися и ло-
кализованными состояниями. Это могут быть 
те же самые состояния, которые ответственны 
за появление особенностей, наблюдавшихся в 
спектрах α(hν) пленок PbSe/CaF2 вблизи края 
фундаментальной полосы, которые ассоцииро-
вались с «хвостами» плотности локализован-
ных состояний. С целью проверки указанного 
предположения был выполнен расчет спектров 
ФЛ, при этом использовалось выражение, свя-
зывающее скорость спонтанной эмиссии rv в 
прямозонных полупроводниках с коэффици-
ентом поглощения α:

 
2 2

2

8
,v e h

N
r f f

c

π ν α
=  (5)

где fe, fh – фермиевские функции для электро-
нов в зоне проводимости и дырок в валентной 
зоне соответственно, N – коэффициент пре-
ломления полупроводника. 

Использование выражения (5) позволяет 
рассчитать спектры ФЛ без каких-либо пред-
положений относительно частотной зависи-
мости функции плотности локализованных 
состояний. Подгоночными параметрами в 
расчете служили Eg, µn и µp, причем были уч-
тены результаты, полученные в работе [16]; в 
ней было показано, что в твердых растворах 
Pb1–xSn(Ge)xSe (x ≤ 0,02) незначительные ва-
риации Eg (в пределах ± 0,02 эВ), происходящие 
при изменении состава катионной подрешетки, 
не отражаются заметным образом на частотных 
зависимостях α(hν), вызывая лишь их смеще-
ние в шкале энергий относительно данных для 
селенида свинца. Этот вывод позволил исполь-
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зовать в расчете зависимость α(hν), получен-
ную в пленке PbSe/CaF2, перемещая ее в шкале 
энергий при вариациях параметра Eg парал-
лельно самой себе. Помимо этого одно из зна-
чений химического потенциала в фермиевских 
функциях, а именно µn считалось постоянным 
и равным (– 0,05) эВ. Такое допущение при-
нято с учетом двух обстоятельств. Во-первых, 
концентрация неравновесных носителей за-
ряда, возбуждаемых в исследованных пленках 
при помощи арсенид-галлиевого светодиода 
(δn, δp ~ 1016 см–3), была существенно ниже 
равновесной концентрации дырок в исследо-
ванных пленках. Во-вторых, спектры ФЛ, как 
показали расчеты, не изменяются заметным 
образом в результате вариаций величин µn при 
условии, если µn ≤ – 0,04 эВ. Таким образом, 
при выполнении расчетов использовалось толь-
ко два подгоночных параметра: Eg и µp . При этом 
величину одного из них (ширину запрещенной 
зоны Eg) можно легко оценить из полученных 
экспериментальных данных – по положению 
максимумов в спектрах ФЛ (hνmax), поскольку в 
невырожденных и слабо вырожденных образцах, 
как это следует их формулы (5), максимумы спек-
тральных зависимостей rv(hν) смещены в корот-
коволновую область на 10 мэВ относительноEg. 

 Результаты расчета зависимостей rv(hν) 
представлены линиями на рис. 5, а полученные 
с его помощью значения Eg и µp приведены в та-
блице. Величины погрешностей для найденных 
таким образом значений Eg и µ были определены 
посредством расчета спектров ФЛ после каждо-
го измерения, принадлежащего в отдельности к 
данной серии, а полученные при этом результа-
ты усреднены с использованием распределения 
Стьюдента с надежностью s = 0,95. 

Следует отметить два обстоятельства. Пер-
вое (и наиболее важное) состоит в том, что при 
использовании спектра α(hν), полученного в 
поликристаллических пленках PbSe/CaF2, уда-
ется достаточно точно описать частотные зави-
симости ФЛ во всех исследованных пленках, в 
том числе и в длинноволновой области спектра. 
Отсюда, учитывая данные, приведенные на рис. 
1,б, можно заключить, что локализованные со-
стояния, формирующие «хвосты» в запрещен-
ной зоне, образуются уже на стадии синтеза 
материала и не претерпевают заметных измене-
ний в процессе создания композитных пленок. 
И второе. Полученные при помощи расчета 

значения Eg оказались ниже порога Eg2 = 0,3 эВ, 
обнаруженного при анализе спектров оптиче-
ского поглощения в пленках PbSe/CaF2. Это 
указывает на сжатие пленок под действием на-
растающей вокруг них диэлектрической фазы, 
происходящее в процессе рекристаллизации 
селенида свинца. Об этом же свидетельствует и 
уменьшение параметра идентичности селенида 
свинца, находящегося в составе композитных 
пленок, по сравнению с его значением в плен-
ках PbSe/CaF2. 

В отличие от ширины запрещенной зоны, 
которая в композитных пленках может быть 
определена с достаточно большой точностью, 
для значений µp в них может быть получена 
только грубая оценка. Данные, приведенные в 
таблице, показывают, что в пределах экспери-
ментальных ошибок величины µp не изменяют-
ся при переходе от пленки к пленке и находятся 
в пределах–0,016 – +0,018 эВ, что соответствует 
средней концентрации дырок в светоизлучаю-
щих областях, равной (2,4±1,2)·1018 см–3, за-
метно более высокой, чем величина pH. Однако 
этому различию не следует придавать слиш-
ком большого значения. С одной стороны, оно 
может быть связано с фрактальной структурой 
пленки и с существованием температурной за-
висимости холловского коэффициента в p-PbSe, 
скорость увеличения которого при повышении 
температуры возрастает по мере уменьшения 
концентрации дырок в материале [3]. Поэтому 
измеряемая при T = 300 K величина холловской 
концентрации дырок в композитных пленках 
может быть заметно ниже истинной (p). С дру-
гой стороны, оценка величины p при помощи 
формулы (1) с использованием параметров зон-
ного спектра селенида свинца, взятых из работы 
[5], безусловно, груба. При этом не учитыва-
ется ни перестройка энергетического спектра 
этого соединения в условиях сжатия пленок, 
ни обменное взаимодействие свободных ды-
рок. Оба названных эффекта должны приво-
дить к смещению экстремума L6

+ валентной 
зоны селенида свинца вверх в шкале энергий 
и к снижению, по причинам, изложенным 
в работе [11], эффективной массы плотно-
сти состояний в ее потолке. Поэтому оценка 
p, выполненная по формуле (1), дает a priori 
завышенную оценку концентрации дырок в 
композитных пленках. Однако степень влия-
ния названных эффектов на параметры зонного 
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спектра селенида свинца в настоящее время 
невозможно оценить, и не только из-за недо-
статка экспериментальных данных, получен-
ных в композитных пленках (это не позволяет 
получить представление о характере изменения 
зонного спектра PbSe в условиях сжатия), но и 
из-за неприменимости выражения (2) для рас-
чета поправок к ширине запрещенной зоны в 
невырожденных образцах. Важно как раз дру-
гое: и данные по эффекту Холла, и данные по 
фотолюминесценции свидетельствуют о сниже-
нии концентрации дырок в светоизлучающих 
областях композитных пленок по сравнению 
с ее величиной в исходных поликристалличе-
ских пленках. Это означает, что в композитных 
пленках селенида свинца существуют области 
с пониженной концентрацией дырок и именно 
они обуславливают появление в них фотолюми-
несценции. Энергетический спектр композит-
ной пленки, отвечающий экспериментальным 
данным, представлен на рис. 6, а. 

Рассмотрим теперь возможную причину, 
вызывающую понижение концентрации ды-
рок в приповерхностных областях композитных 
пленок и в области межкристаллитных границ. 
Этот вопрос применительно к сульфиду свин-
ца уже давно является предметом дискуссии 

в литературе (см., например, работы [15, 17]). 
Считается, что в пленках сульфида свинца, ото-
жженных на воздухе или в атмосфере кислоро-
да, последний адсорбируется на их поверхности 
и в пределах межкристаллитных границ, где об-
разует поверхностные акцепторные состояния; 
их появление обуславливает инверсию типа 
проводимости n → p в приграничных областях. 

Очевидно, однако, что такая модель не в 
состоянии объяснить причину снижения кон-
центрации дырок в люминесцирующих обла-
стях композитных пленок. Кроме того, трудно 
представить, каким образом кислород создает 
поверхностные состояния в композитных плен-
ках, поскольку процесс их легирования про-
текает в условиях рекристаллизации селенида 
свинца и поэтому должен быть объемным. Для 
того чтобы доказать, что легирование компо-
зитных пленок кислородом представляет собой 
объемный эффект, было выполнено растворение 
диэлектрической фазы пленок в трилоне Б. Ока-
залось, что отсутствие диэлектрической фазы не 
снижает интенсивности фотолюминесцентного 
излучения и не влияет на частотную зависи-
мость rv (см. рис. 5, кривые 3, 5). Это означает, 
что легирование композитных пленок в про-
цессе высокотемпературной обработки в кис-
лородсодержащей среде действительно пред-
ставляет собой объемный эффект.

Для того чтобы объяснить этот результат, 
следует обратиться к данным, полученным ав-
торами работы [18], в которой были исследо-
ваны особенности энергетического спектра и 
свойств монокристаллического и прессованно-
го n-PbSe, легированного кислородом методом 
ионной имплантации в сочетании с постим-
плантационным отжигом образцов в вакууме. 
Было установлено, что в приповерхностных, 
имплантированных слоях исследованных об-
разцов также происходит инверсия типа про-
водимости от электронного к дырочному, при 
этом концентрация дырок в имплантирован-
ной области, толщина которой превышала 
0,5 мкм, составляет (1 – 2)·1018 см–3. Имплан-
тация ионов кислорода приводила также к из-
менениям в энергетическом спектре селенида 
свинца. В глубине валентной зоны имплантиро-
ванного селенида свинца авторами работы [18] 
были выявлены два квазилокальных уровня, 
расположенные на расстояниях 0,14 и 0,20 эВ, 
связанные с примесью кислорода и вакансия-

Рис. 6. Энергетические схемы селенида свинца, 
входящего в состав композитных пленок, до (а) и 
после (б) их обработки в парах йода (µ – химический 

потенциал, d – толщина пленки)

Подложка Пленка
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ми селена, соответственно. Совокупность по-
лученных результатов позволила авторам [18] 
предположить, что причиной появления низких 
концентраций дырок в отожженном PbSe : O+ 
является компенсация акцепторного действия 
кислорода анионными вакансиями, которые, 
как известно [5], обладают в халькогенидах 
свинца донорным действием.

Аналогичные процессы могут иметь место и 
в композитных пленках селенида свинца. В про-
цессе рекристаллизации в них могут удерживать-
ся лишь такие собственные дефекты, которые 
компенсируют акцепторное действие кислоро-
да, захватываемого пленкой селенида свинца, 
а именно – вакансии селена, способствуя тем 
самым понижению полной энергии кристалла.

Композитные пленки селенида свинца, 
обработанные в парах йода

Отжиг композитных пленок в парах йода 
составляет этап технологии изготовления из-
лучателей; он сопровождается дальнейшим из-
менением морфологии пленок и их свойств. 
Исследования, выполненные при помощи 
растрового электронного микроскопа, пока-
зали, что размеры большинства кристаллитов 
уменьшаются, а площадь пор, разделяющих 
цепочки, образованные отдельными кристал-
литами, возрастает (см. рис. 4, б). Изменяются 
и свойства композитных пленок, отожженных 
в парах йода: в них вдвое возрастает интенсив-
ность люминесцентного излучения (см. рис. 
5, кривая 4) и (что самое главное) появляется 
фотопроводимость. Это свидетельствует о том, 
что в процессе отжига композитных пленок в 
парах йода в их приповерхностном слое про-
исходит инверсия типа проводимости от ды-
рочного к электронному, в результате чего в 
кристаллитах возникают рекомбинационные 
барьеры, обуславливающие пространственное 
разделение фотовозбужденных носителей за-
ряда, и как следствие этого, увеличение време-
ни их жизни (см. рис. 6,б). Кроме того, в них 
образуются области, обедненные основными 
носителями заряда. Ввиду этого снижается 
концентрация дырок в светоизлучающих об-
ластях, расположенных в пределах отдельных 
кристаллитов, что сопровождается уменьше-
нием вклада Оже-рекомбинации и в итоге воз-
растанием интенсивности люминесцентного 
излучения.

Как известно [5], примесь йода в халько-
генидах свинца является донором и с ее помо-
щью удается получать материалы с высокими 
концентрациями свободных электронов, до-
стигающими 3·1020 см–3. Однако это вовсе не 
означает, что эффект легирования, наблюда-
емый в композитных пленках, отожженных в 
парах йода, должен быть объемным, поскольку 
время их отжига в парах йода невелико и со-
ставляет единицы секунд. И действительно, 
удаление диэлектрической фазы в трилоне Б 
показало, что интенсивность люминесцентного 
излучения при этом возвращается к своему ис-
ходному значению, определенному до отжига 
пленок в парах йода (см. рис. 5, кривые 6 и 2). 
Это свидетельствует о том, что инверсия типа 
проводимости p → n в приповерхностном слое 
селенида свинца, входящего в состав компо-
зитных пленок, обусловлена донорными по-
верхностными состояниями, возникающими 
в нем в процессе отжига пленок в парах йода. 

Таким образом, в результате выполненной 
работы установлено, что в твердых растворах 
Pb1–xCdxSe ширина запрещенной зоны воз-
растает при увеличении содержания кадмия, 
поэтому для создания источников излучения, 
работоспособных в области длин волн λ > 4 мкм 
должен использоваться селенид свинца.

Показано, что высокотемпературная обра-
ботка пленок PbSe, выращенных на стекле, в 
кислородсодержащей среде приводит к образо-
ванию композита, состоящего из пленки селе-
нида свинца, имеющей фрактальное строение 
и представляющей собой цепочки плотно при-
жатых друг к другу кристаллитов, разделенных 
сквозными порами, углубленными в подложку, 
и диэлектрической фазы, покрывающей всю 
поверхность пленки селенида свинца и углу-
бляющейся в подложку сквозь поры.

Установлено, что процесс создания ком-
позитных пленок сопровождается уменьше-
нием концентрации свободных дырок вблизи 
поверхности кристаллитов селенида свинца и 
межкристаллитных границ, вследствие чего в 
них появляется фотолюминесценция. Пока-
зано, что эффект легирования приграничных 
слоев кристаллитов является объемным. 

Установлено, что при отжиге композитных 
пленок в парах йода в них возникает фотопро-
водимость и резко возрастает интенсивность 
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люминесцентного излучения. Показано, что 
эти эффекты могут быть связаны с инверсией 
типа проводимости p → n в приповерхностных 
слоях отдельных кристаллитов селенида свинца 

в процессе отжига благодаря возникновению 
там поверхностных локализованных состоя-
ний, обладающих в селениде свинца донорным 
действием.
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УДК 621.315.592

В.М. Зиминов, И.Б. Захарова

ВЫПРЯМЛЯЮЩИЕ СВОЙСТВА СТРУКТУР НА ОСНОВЕ ФУЛЛЕРЕНА С60

Органические материалы вызывают боль-
шой интерес в микроэлектронике благодаря 
простоте и дешевизне их нанесения, так как 
для таких материалов возможно применение ру-
лонной технологии (roll-to-roll), позволяющей 
«печатать» схемы с высокой скоростью. Одной 
из областей, получающей особое преимущество 
от сокращения стоимости квадратного метра 
элементов, является преобразование солнечной 
энергии, поскольку для создания солнечного 
элемента не требуется создания наноразмерных 
элементов. 

Известно, что при поглощении некоторы-
ми органическими веществами кванта света 
происходит образование связанного состоя-
ния электрона с дыркой – экситона Френкеля 
[1]. Для получения фотоэдс такие экситоны 
необходимо искусственно разделять, причем 
эту функцию может выполнять гетерограница 
двух органических материалов [2]: донорного 
и акцепторного; а также молекулярный ком-
плекс. Поскольку  подвижность экситонов в 
органических полупроводниках мала, для их 
эффективного разделения была предложена 
структура взаимопроникающих донорных и 
акцепторных материалов, т. е. молекулярный 
объемный гетеропереход. 

Было установлено,  что фуллерен является 
сильным акцептором электронов и обладает 
n-типом проводимости [3]. К эффективным 
донорам электронов относятся полимеры с 
сопряженными связями, материалы из класса 
фталоцианинов и порфириновых комплексов с 
металлами (тетрафенилпорфирины меди, цин-
ка или других металлов), а также неорганиче-
ские полупроводники. Из неорганических по-
лупроводников  для образования композитов с 
фуллереном наиболее подходящими  по ширине 
запрещенной зоны и температуре сублимации 
являются материалы A2B6. Поэтому контакты 
таких веществ с фуллереном представляют  ин-
терес для исследования как возможные мате-
риалы для создания эффективных солнечных 
элементов [4].

У органических полупроводников, в отли-
чие от неорганических, существует целый ряд 
особенностей, которые значительно усложняют 
процесс создания элементов на их основе. Одна 
из них – это необходимость гораздо более точ-
ного контроля за температурами испарителя и 
подложки при вакуумном напылении органиче-
ских веществ в связи с тем, что их молекулы рас-
падаются при высоких температурах [5]. Другой 
важной особенностью, которую необходимо 
учитывать при использовании органических 
структур, является их быстрая деградация на 
воздухе под действием кислорода или паров 
воды, что приводит к сравнительно небольшому 
сроку службы таких устройств [6, 7]. Поэтому с 
целью увеличения долговечности органических 
солнечных элементов ведутся интенсивные ис-
следования в области создания композитных 
органических-неорганических  полупроводни-
ковых структур [8, 9], к которым относятся ис-
следуемые в данной статье композитные пленки 
фуллерен-сульфид кадмия (С60-CdS).

Методика эксперимента

Пленки были получены методом термиче-
ского испарения в вакууме  смеси фуллерена 
C60 (99,98 %) с тетрафенилпорфирином металла 
(MeTPP) или  смеси фуллерена с сульфидом 
кадмия в квазизамкнутом объеме (КЗО) [10] на 
подложки стекло/оксид индия-олова (ITO) и 
кремния с ориентацией (111). Все они исследо-
вались методами атомно-силовой микроскопии 
(АСМ), оптической спектроскопии, а также 
были измерены вольтамперные характеристики 
(ВАХ) структур. 

Отличие метода КЗО от напыления из 
точечного источника заключается в том, что 
процесс конденсации и реиспарения вещества 
у подложки происходит в квазиравновесном 
состоянии, при интенсивном взаимодействии 
паров осаждаемого вещества и образующих-
ся кристаллов на поверхности подложки. Это 
приводит к образованию пленок высокой кри-
сталличности и малой толщины без проколов. 
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К достоинствам этого метода также относятся 
большая однородность свойств пленок, полу-
ченных в результате одного процесса испарения, 
и хорошая воспроизводимость свойств пленок, 
полученных при разных процессах испарения, 
но в одинаковых технологических режимах. При 
этом время нанесения пленки данным методом 
не отличается от такового при использовании 
точечного источника и может быть успешно 
осуществлено при низком вакууме.

Значения температуры, при которых до-
стигается одинаковое значение давления на-
сыщенных паров, для исходных соединений 
отличаются не менее, чем на 100  °С и распо-
лагаются в такой возрастающей последова-
тельности: порфирин – фуллерен – сульфид 
кадмия. Поэтому при одинаковой температу-
ре испарителя скорость напыления сульфида 
кадмия из смеси CdS/C60  будет значительно 
ниже, чем скорость напыления фуллерена. При 
температуре 700 K испарение сульфида кадмия 
должно быть очень малым,  тогда как скорость 
испарения фуллерена при такой температуре 
уже существенна. Аналогично, при температуре 
600  K скорость испарения фуллерена мала, а 
порфиринов – достаточно высока. Таким обра-
зом, благодаря подбору температурного режима 
нанесения пленок можно получать образцы с 
различным распределением компонентов по 
толщине пленки, т. е. с градиентом состава.

Нанесение пленок на проводящую подлож-
ку оксида индия-олова  позволило получать 
ВАХ пленок в «сэндвич»-геометрии. Для этой 
цели использовалась автоматизированная из-
мерительная установка на постоянном токе с 
использованием пикоамперметра Keithley 6487. 
Контакты к образцам выполнялись в сэндвич-
геометрии с использованием углеродной пасты 
SPI – на основе мелкодисперсного коллоидного 
графита в изопропаноле. При этом контакты 
прикреплялись с помощью углеродной пасты 
сверху на органическую структуру и сбоку на 
проводящий прозрачный слой ITO.

Экспериментальные результаты

В случае образцов, содержащих фуллерен и 
порфириновые комплексы с металлами, типич-
ная ВАХ образца с наибольшим коэффициен-
том выпрямления, равным 4, приведена на рис. 
1,а. Остальные образцы также имеют нелиней-
ные характеристики, но полученные кривые 

симметричны относительно нуля, что указыва-
ет на отсутствие выпрямляющих свойств. Уста-
новлено, что ВАХ образцов, содержащих только 
порфириновую пленку (без фуллерена), имеют, 
как правило, симметричную форму кривых.

Вместе с тем, почти все образцы, получен-
ные из смеси  фуллерена и сульфида кадмия, 
проявляют несимметричный вид кривых. Наи-
больший коэффициент выпрямления (порядка 
103 при напряжении 1 В) был достигнут в об-
разце композита C60-CdS (рис. 1,б).

Для всех образцов, содержащих порфирино-
вые комплексы с металлами (CuTPP, ZnTPP и 
FeClTPP), морфология поверхности, полученная 
методом АСМ, демонстрирует сходные струк-
туры и практически не зависит от наличия или 
отсутствия фуллерена. На рис. 2,а показана ти-
пичная топография пленки, полученной из смеси 
CuTPP и C60. Следует отметить основные сходные 
особенности пленок порфиринов металлов:

значительный перепад высоты в топогра-
фии (вплоть до 1 мкм – толщины пленки);

порфириновые кристаллиты растут в виде 
вытянутых параллелепипедов (столбчатый об-
лик), накладывающихся друг на друга; 

а)

Рис. 1. Вольтамперные характеристики исследован-
ных композитов фуллерена с CuTPP(а) и с CdS(б) 

с наибольшими коэффициентами выпрямления

б)
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добавление фуллерена практически не ме-
няет структуру порфириновой пленки.

Пленки, содержащие фуллерен и сульфид 
кадмия, имеют выраженную поликристалли-
ческую структуру. Их кристаллиты не имеют 
столбчатого облика, в отличие от порфирина. 
Поэтому перепад высоты в топографии таких 
пленок сравнительно мал (до 200 нм) и зави-
сит от размеров поликристаллов. Типичная 
картина АСМ таких образцов представлена 
на рис. 2,б.

Для изучения временной стабильности ха-
рактеристик были измерены ВАХ всех образцов 
через неделю выдержки на воздухе. Эти изме-
рения показали, что коэффициент выпрямле-
ния остается неизменным, но значения токов 
снижаются на 1 – 2 порядка; это можно объ-
яснить падением проводимости материала в 
результате интеркаляции кислорода в пленку. 
Таким образом, образцы сохраняют свои вы-
прямляющие свойства, но при этом частично 
теряют проводимость.

Анализ экспериментальных результатов

Органические тонкие пленки характери-
зуются относительно малоупорядоченными 
структурами, в которых вследствие молекуляр-

ного типа связи обычный зонный механизм 
протекания тока невозможен. В таких струк-
турах расстояние между молекулами велико 
(порядка 1,4 нм) и происходит лишь слабое 
перекрытие «хвостов» волновых функций элек-
тронов, описывающих эти молекулы. Процесс 
«перескока» электрона с одной молекулы на 
другую по этим перекрытиям волновых функ-
ций рассматривается в рамках моделей прыж-
ковой проводимости. Известно, что во многих 
случаях лучшим описанием прыжковой про-
водимости является модель Пула – Френкеля, 
хотя эта модель теоретически и не применима 
для органических полупроводников:

 exp ( / ),I AU U t=  (1)

где I, U – ток и приложенное напряжение; A, 
t – подгоночные параметры.

Если принять А и t за некоторые константы 
аппроксимации экспериментальных данных, то 
можно допустить экспоненциальную зависи-
мость проводимости от приложенного напряже-
ния, причем оно входит в функцию экспоненты 
в виде квадратного корня от своей величины.  

Другой возможный способ описания прыж-
ковой проводимости при наличии анизотропии 
структуры и, следовательно, анизотропии элек-
тронных свойств – это механизм протекания 
тока через гетеропереход. Для анализа кривых 
нами использовался случай идеального гетеро-
перехода с учетом только частичного падения 
напряжения на нем (механизм прыжковой про-
водимости обусловлен высоким сопротивлени-
ем и может конкурировать с сопротивлением 
гетероперехода):

 
–

exp – exp ,
(1 ) (1 )

Uf U
I A

f kTn f kTn

    
=     + +    

 (2)

где f определяет несимметричность гетеропе-
рехода, и изменяется от 0 до бесконечности, 
а n определяет долю падения напряжения на 
переходе. 

В неидеальных случаях величина n должна 
изменяться с ростом напряжения как след-
ствие нелинейности прыжковой проводимо-
сти, но в принятой нами упрощенной моде-
ли эти изменения не учитывались. С целью 
уменьшения количества параметров при ап-
проксимации кривых ВАХ величина n счита-
лась постоянной.

Рис. 2. Картины АСМ-топографии поверхности об-
разцов композитов разного состава: а – C60-CuTPP; 

б – C60-CdS

а)

б)
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Обработка полученных вольтамперных ха-
рактеристик для всех порфириновых образцов, 
в том числе содержащего фуллерен и CuTPP 
(см. рис. 1,а), может быть успешно сделана с 
помощью модели прыжковой проводимости 
(1), которая хорошо описывает нелинейность 
ВАХ. Слабые выпрямительные свойства компо-
зитных пленок, содержащих порфирин и фул-
лерен, можно объяснить сильным перепадом 
высот кристаллитов и «рыхлостью»  структуры 
порфириновой пленки (см. рис. 2,а), на ко-
торой в итоге изготовления не образуется по-
верхностного слоя чистого фуллерена. Прово-
димость при измерениях в сэндвич-геометрии 
таких пленок совершается по рыхлому слою 
порфирина, в пустотах которого находятся фул-
лереновые кристаллы, т. е. ток практически не 
протекает через гетеропереход.

В случае композитных пленок фуллерена с 
сульфидом кадмия аппроксимация ВАХ образцов 
может быть сделана как по механизму (1), так и 
по механизму (2) (в зависимости от выпрямитель-
ных свойств структуры). Для образцов с высоким 
коэффициентом выпрямления (103) (см. рис. 1,б) 
оптимальной является модель гетероперехода. 
Выпрямительные свойства таких пленок можно 

объяснить гладким рельефом поверхности ниже-
лежащей фуллереновой пленки, на поверхности 
которой возможно образование непрерывного 
слоя сульфида кадмия (см. рис. 2,б). При измере-
нии ВАХ указанных пленок ток протекает через 
гетерограницу между кристаллитами фуллерена и 
сульфида кадмия, откуда и возникают значитель-
ные выпрямляющие свойства образцов.

Таким образом, впервые показано, что в 
едином вакуумном цикле простым и эффек-
тивным методом КЗО возможно получение 
объемных композитных гетероструктур на ос-
нове С60-CdS с коэффициентом выпрямления 
от 10 до 103. В случае композитных структур 
C60-MeTPP оказалось невозможным получить 
структуры с сильными выпрямляющими свой-
ствами в связи с большим перепадом высот кри-
сталлитов в порфириновых пленках.

При формирования объемного гетеропере-
хода прямые и обратные ветви вольтамперных 
характеристик удается удовлетворительно опи-
сать в рамках моделей прыжковой проводи-
мости и гетероперехода. Относительный вклад 
каждой их этих моделей определяется составом 
и технологией получения образца.
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В физике твердого тела значительное 
внимание уделяется исследов анию 
длиннопериодических структур, к которым от-
носятся магнитные структуры типа спиновых 
волн, волны плотности заряда в металлах, 
длиннопериодические фазы, возникающие 
при фазовых переходах (ФП). Если длина 
волны модуляции не кратна периоду решетки 
исходной высокосимметричной фазы, то 
имеет место несоразмерная фаза. Проблема 
изменения трансляционной симметрии при ФП 
впервые была рассмотрена Е.М. Лифшицем 
[1]. Применительно к сегнетоэлектрикам 
данная теория получила свое развитие в 
работах А.П. Леванюка и Д.Г. Санникова 
[2–4]. Существование несоразмерных 
фаз установлено в нескольких десятках 
сегнетоэлектрических кристаллов, и одно из 
таких веществ – нитрит натрия NaNO2 [5, 6], для 
кристаллов которого исследовалось влияние 
дефектов [7, 8], примесей [9] и электрического 
поля [10] на переход в несоразмерную фазу. 
В работе [11] было показано, что для ком-
позитов на основе периодических структур 
свойства несоразмерной фазы будут зависеть 
от характеристик композита.

Композиты и нанокомпозиты на основе 
сегнетоэлектриков в последнее время 
рассматриваются как перспективные 
материалы для электроники [12, 13]. В ряде 
работ [14, 15] было обнаружено, что для таких 
систем возможно взаимовлияние компонент на 
их свойства. Так, было показано, что для сегнето-
электрических композитов (KNO3)1–x-(BaTiO3)x 
и (KNO3)1–x-(KNbO3)x [15] наблюдается 
расширение области существования 
сегнетофазы для нитрата калия.

В данной работе экспериментально 
исследуется влияние включений частиц BaTiO3 
на область существования несоразмерной 
фазы в образцах (NaNO2)1—х(BaTiO3)х для двух 
значений х: 0,05 и 0,10.

Характеристика образцов 
и методика эксперимента

Нитрит натрия при комнатной температуре 
является сегнетоэлектриком со структурой, 
принадлежащей к объемно-центрированной 
ромбической группе. При t0 ≈ 163  °С имеют 
место два близких фазовых перехода, 
выше которых кристаллическая структура 
неполярная и принадлежит к орторомбической 
системе. Особенность фазовых переходов 
в нитрите натрия заключается в том, что 
сегнетоэлектрическая упорядоченная 
фаза отделена от параэлектрической 
неупорядоченной фазы несоразмерной фазой, 
стабильной лишь в узком температурном 
интервале 1,0 – 1,5 о [5].

В кристаллах титаната бария наблюдается 
три фазовых перехода, сопровождающихся 
изменением структуры и свойств, которые 
относятся к переходам типа смещения. При 
температурах выше 120 °С титанат бария имеет 
кубическую кристаллическую структуру типа 
перовскита. Эта параэлектрическая модификация 
относится к пространственной группе Pm3m. 
Ниже 120 оС (это температура Кюри для титаната 
бария) происходит фазовый переход, и вплоть 
до температуры 5  °С титанат бария является 
сегнетоэлектриком с тетрагональной симметрией 
класса P4mm. При искажении формы ячейки 
скачком возникает спонтанная поляризация, 
величина которой плавно нарастает от Ps = 
= 18 мкКл/см2 при точке Кюри до 26 мкКл/см2 
при комнатной температуре. Титанат бария 
имеет несколько равноправных направлений 
поляризации и является примером многоосного 
сегнетоэлектрика [6].

В ходе эксперимента исследовалось 
три вида образцов поликристаллического 
нитрита натрия с частицами титаната бария в 
разных концентрациях и различной степенью 
дисперсности (см. таблицу).

УДК 537.226
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Составы исследованных композитов 

(NaNO2)1–x(BaTiO3)x

Номер 
образца

Содержание 
BaTiO3, x

Размер частиц, 
мкм

1 0,05 5 – 30

2 0,1 5 – 30

3 0,1 3 – 5

Порошки, взятые в соответствующих 
объемных процентах, тщательно перемешивались, 
и из приготовленной смеси под давлением 600 
МПа прессовались образцы в виде таблеток 
диаметром 12 мм и толщиной около 1 мм.

Диэлектрические исследования проводились 
на широкополосном спектрометре Novocontrol 
BDS80 в диапазоне частот от 0,1 Гц до 10 МГц. 
Температурный интервал измерений составлял 
от 0 до 200 оС; амплитуда измерительного 
поля – 10 В/см; относительные погрешности 
измерения импеданса и емкости – около 3∙10–5. 
Измерения проводились в режиме нагрев-ох-
лаждение, скорость изменения температуры 
составляла 1 град/мин. В качестве электро-
дов использовалась серебряная паста. Для 
удаления адсорбированной воды образцы 
предварительно прогревались в течение 30 
минут при температуре 120 °С.

Экспериментальные результаты

Как показали исследования, на темпера-
турной зависимости диэлектрической 

проницаемости образца №  2 при нагреве 
присутствуют два максимума ε′(t): первый 
соответствует переходу из сегнетоэлектрической 
в несоразмерную фазу, второй – переходу из не-
соразмерной фазы в параэлектрическую (рис. 1). 
Температура перехода в параэлектрическую 
фазу практически не изменяется, по сравнению 
с чистым нитритом натрия, и соответствует 
162 °С. Переход же в несоразмерную фазу при 
нагреве происходит при 146 °С, тогда как в чи-
стом NaNO2 – при 161 °С. 

На рис. 2 представлены температурные 
зависимости диэлектрической проницаемости 
образца 2 на разных частотах. Видно, что 
наблюдается значительная низкочастотная 
дисперсия исследуемого композита.

Максимальное значение ε׳(t) на частоте 
0,1  Гц достигает 2·106, на частоте 10 Гц это 
значение уменьшается уже до 7∙104. С ростом 
частоты аномалия размывается, и ее можно 
наблюдать до частот порядка 5∙104 Гц, но на 
зависимости tgδ(t) эта аномалия заметна до 
частот порядка 5∙106 Гц. При охлаждении 
максимум ε׳(t) также размывается, но аномалия 
видна только до частот 2∙102 Гц, тогда как на 
зависимости tgδ(t) – до частот порядка 5∙104 Гц.

Из полученных экспериментальных 
данных следует, что температура перехода в 
несоразмерную фазу не зависит от процентного 
соотношения компонент в композите и 
от размеров частиц. На рис. 3 приведена 
температурная зависимость диэлектрической 

Рис. 1. Температурные зависимости диэлектрической проницае-
мости композита (NaNO2)0,9(BaTiO3)0,1, полученные при нагрева-

нии и охлаждении, на измерительной частоте 10 Гц

ε׳

t, °С
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Рис. 2. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости ком-
позита (NaNO2)0,9(BaTiO3)0,1 на разных частотах, Гц: 0,1 (1); 10 (2); 40000 (3)

Рис. 4. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости 
образца 3 на частоте 10 Гц при нагреве и охлаждении

ε׳

t, °С

1

2

3

ε׳

t, °С

1

2

3

146 °С

Рис. 3. Температурные зависимости диэлектрической проницае-
мости образцов разных составов на частоте 10 Гц (номера кривых 

соответствуют номерам образцов в таблице)

ε׳

t, °С
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проницаемости для образцов разных составов 
и с разным размером частиц, из которого 
следует, что переход в несоразмерную фазу для 
всех образцов происходит при одной и той же 
температуре – 146 °С. Помимо этого, у образца 
3, состоящего из поликристаллического 
нитрита натрия с частицами титаната бария 
размером 3 – 5 мкм, при х = 0,10 наблюдается 
дополнительный максимум диэлектрический 
проницаемости при 126 °С, соответствующий 
вкладу титаната бария.

Однако при охлаждении максимум диэле-
ктрической проницаемости при 126 °С у образца 
3 отсутствует (рис. 4)

Теоретическое обсуждение результатов

В феноменологической теории Ландау  – 
Гинзбурга для описания сегнетоэлектриков с 
несоразмерной фазой [2 – 5, 16] используется 
неравновесный термодинамический потенциал 
вида

 [ ]1 2Ф Ф ( ) Ф , ,
n

i
i i i n

j

X
X

 ∂ η
 = η + η

∂  
 (1)

где Ф1 имеет форму классического разложения 
Ландау по компонентам параметра порядка ηi(Xj), 
а Ф2 зависит от компонент и их производных по 
пространственным координатам Xj. 

При этом главные особенности диаграммы 
Ф(Xj) определяются формой дисперсионной 
поверхности для жесткостей компонент 
параметра порядка в окрестности симметричной 
точки Лифшица qc зоны Бриллюэна по 
одномерным представлениям точечной группы 
симметрии исходной фазы кристалла (для 
нитрита натрия – группы D2h). При этом

 ( ) 0 0( , ) ( , )( ) ,n
c

n

T y T yα = α + α −∑q q q  (2)

где y – внешний параметр (давление, поле, со-
став смешанных кристаллов и т. п.). 

При наличии однокомпонентного параметра 
порядка (η || X) и одного направления моду-
ляции (q || Z) плотность термодинамического 
потенциала (1) будет иметь вид [6, 19]:

  
22 2

2 4
0 2

Ф Ф
2 4 2 2

g

Z Z

 α β δ ∂η ∂ η = + η + η + +    ∂ ∂ 
, (3)

где 0( );T T Tα = α −  β, δ, g – константы, причем 
β и g – положительные.

В точке Лифшица с координатами TL, yL на 
фазовой диаграмме T(y) [16] коэффициенты α и 
β одновременно равны нулю. В предположении 
линейной зависимости δ ~ (yL – y) и g = const 
в окрестности этой точки ожидается [17], что

 2 2
0 L C L~ ( );  ~ ( ) ,iq y y T   T y y− − −  (4)

где q0 – волновой вектор модуляции, при кото-
ром происходит ФП в несоразмерную фазу; Ti – 
температура перехода в несоразмерную фазу.

Следовательно, область существования 
несоразмерной фазы должна зависеть от 
внешнего параметра y, который может 
характеризовать давление, электрическое поле, 
состав смешанных кристаллов и т. п. 

Однако в случае композитов (NaNO2)1–x-
(BaTiO3)x температура максимума ε׳(tc) почти 
не меняется от концентрации титаната бария, 
по крайней мере при переходе с x = 0,05 на 
x = 0,10, и не зависит от размера частиц, что не 
согласуется с данной теорией. Такое расхож-
дение может указывать на то, что для NaNO2 
потенциал Гиббса при t = 146 °С имеет некоторую 
особенность, отвечающую за фазовый переход 
соразмерная полярная – несоразмерная фаза. 
На это указывают и результаты, полученные 
в [18] для твердых растворов KxNa1—xNO2, где 
для составов x ≤ 0,3 на кривой ε′(t) наблюдалось 
два максимума, при этом ∆t = ti – tC достигала 
16 – 17 °С.

Для объяснения частотной зависимости 
диэлектрической проницаемости необходимо 
учитывать все поляризационные процессы, 
присутствующие в сегнетоэлектриках. На низких 
частотах вклад в диэлектрическую проницаемость 
дают следующие виды поляризации: доменная, 
ионная, за счет дефектов; в неоднородных 
системах существенный вклад может давать 
поляризация Максвелла – Вагнера. Суммарная 
поляризация P записывается в этом случае как

 MW(1 ) ...s i dP P s P P P= − + + + +  , (5)

где Ps(1– s) – доменная поляризация; s – доля 
доменов, ориентированных против поля; Pi – 
ионная поляризация (обуславливает закон 
Кюри  – Вейса); Pd – поляризация за счет 
дефектов и примесей; PMW – поляризация 
Максвелла – Вагнера. 
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Каждый из перечисленных вкладов имеет 
свою величину, а также температурную и 
частотную зависимости. Соответственно 
выражение для диэлектрической проницаемости 
будет иметь вид

 
1 2

3 4

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ... ,

t t t

t t

ε ω = ε ω + ε ω +

+ ε ω + ε ω +
 (6)

где εi(t,ω) – вклады за счет спонтанной, 
ионной поляризации, вклад дефектов, вклад 
поляризации Максвелла – Вагнера и т. п. 

На частотах 0,1 – 50 Гц основной вклад в ди-
электрическую проницаемость дают доменная 
поляризация и поляризация Максвелла  – 
Вагнера. С ростом частоты вклад этих механизмов 
быстро убывает, что приводит к низкочастотной 
дисперсии.

Присутствие аномалии ε′(t) в районе 126 °С 
при нагреве и ее отсутствие при охлаждении 
можно объяснить тем, что при наличии хотя бы 
слабой проводимости установление спонтанной 
поляризации в сегнетоэлектрических частицах 
титаната бария сопровождается накоплением 
компенсирующего заряда на границах. Заряд 
располагается либо на поверхностных уровнях, 
либо рассредоточивается в объеме частиц на 
донорных (акцепторных) уровнях, если плотность 
поверхностных уровней мала, с плотностью 
заряда, выражаемой, согласно [20], как

 ρ = divD. (7)

Глубина проникновения характеризуется 
дебаевской длиной

 D 28

kT
l

ne

ε
=

π
, (8)

где п – плотность донорных уровней. 
Вклад межслоевой поляризации в диэлектри-

ческую проницаемость играет существенную 

роль на частотах f ≤ 4πσ/ε, где σ  – 
удельная проводимость, ε – эффективная 
диэлектрическая проницаемость композита. 

Величина вклада будет существенно зависеть 
от количества и размера частиц внедрения.

Межслоевая поляризация может возникать 
не только на границах зерен, но и на границе 
доменов. Если векторы поляризации соседних 
областей не параллельны, то ее не равный нулю 
скачок на границе между доменами порождает 
деполяризующие поля, которые в равновесном 
состоянии могут компенсироваться свободными 
зарядами на границе. Такая картина может 
объяснить и то, что при фазовом переходе из 
сегнетоэлектрической фазы в несоразмерную 
наблюдается большой скачок диэлектрической 
проницаемости, а при обратном переходе – малый. 

Наличие только одного максимума на 
температурной зависимости диэлектрической 
проницаемости образца 3 при охлаждении 
может быть объяснено также тем, что нитрит 
натрия сразу переходит из параэлектрической 
фазы в сегнетоэлектрическую, минуя несо-
размерную. При этом частицы титаната бария 
переходят в сегнетоэлектрическое состояние 
вместе с нитритом натрия, так как титанат 
бария находится в поле частиц нитрита натрия, 
температура перехода которого в сегнетофазу 
выше.

Таким образом, в композитах, как и в твердых 
растворах, может происходить взаимовлияние 
компонент, приводящее к изменению свойств 
исходных сегнетоэлектриков. Механизм 
взаимодействия имеет электрическую природу, 
обусловленную, скорее всего, диполь-
дипольным взаимодействием. Наибольший 
вклад в низкочастотную диэлектрическую 
проницаемость композита дает поляризация 
Максвелла – Вагнера.
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Гетероструктура CdS/p-Si может успешно 
применяться в качестве фотоэлектрического 
преобразователя солнечной энергии. 
Теоретическая оценка максимальной эффек-
тивности преобразования фотоэлектрического 
преобразователя на основе этой гетеростру-
ктуры составляет 26  % [1]. В то же время 
на электрофизические характеристики 
гетероструктур существенное влияние 
оказывают дефекты на гетерогранице, 

причинами возникновения которых являются 
несоответствие параметров кристаллических 
решеток контактирующих полупроводников, 
различие их коэффициентов термического 
расширения, химические примеси. При этом 
на гетерогранице возникают поверхностные 
состояния с глубокими энергетическими 
уровнями (ГУ), которые способствуют 
снижению контактной разности потенциалов 
гетероперехода. В результате эффектив-
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ность фотоэлектрического преобразователя 
солнечной энергии падает [1, 2]. 

Таким образом, исследование поверхностных 
состояний в гетероструктурах фотоэлектрических 
преобразователей солнечной энергии является 
актуальной задачей.

Особенности применения метода 
вольт-фарадных характеристик 

для исследования поверхностных 
состояний в гетероструктурах

Для исследования гетероструктур широко 
используется метод вольт-фарадных 
характеристик, заключающийся в измерении 
зависимости барьерной емкости C от 
приложенного постоянного напряжения 
обратного смещения V. Зависимость ( )2C f V− =  
для резкого гетероперехода имеет вид прямой 
линии. Экстраполяция этой зависимости к 
нулю позволяет определить эффективное 
значение контактной разности потенциалов Φ, 
которое изменяется под влиянием заряда 
поверхностных состояний Qss: 

 ( )
2

02
ss

d
A A D D

Q
V

q N N S

 
Φ = −  

ε ε + ε  
, (1)

где Vd – контактная разность потенциалов 
при отсутствии ГУ; q – заряд электрона; 
NA – концентрация мелкой акцепторной 
примеси в области р-типа; ND – концентрация 
мелкой донорной примеси в области n-типа; 
ε0  – диэлектрическая постоянная; εA, εD – 
значения диэлектрической проницаемости 
контактирующих полупроводников p- и n-типа, 
соответственно; S – площадь гетероперехода [2]. 

При высоких частотах процессы 
перезарядки ГУ поверхностных состояний 
не успевают следовать за переменной 
составляющей измерительного сигнала и не 
дают вклад в измеряемую емкость. В этом 
режиме измеряется высокочастотная вольт-
фарадная характеристика (ВЧ ВФХ). При 
низких частотах процессы перезарядки 
ГУ успевают следовать за измерительным 
сигналом, что приводит к возрастанию емкости 
[3]. Этот режим соответствует низкочастотным 
вольт-фарадным характеристикам (НЧ 
ВФХ).  Таким образом, измеряя частотную 
зависимость вольт-фарадных характеристик 

гетероструктуры, можно найти зависящую от 
частоты составляющую Φ, из которой опреде-
ляется величина Qss [2]. 

Важно отметить, что такой способ 
исследования поверхностных состояний можно 
применять только в том случае, если величина 
заряда Qss не зависит от V [2].

Описание исследуемой гетероструктуры 
и особенностей вольт-фарадных характеристик 

Исследуемая гетероструктура CdS/p-Si 
предназначалась для использования в 
качестве фотоэлектрического преобразователя 
солнечной энергии и была изготовлена 
методом гидрохимического осаждения тонкой 
пленки сульфида кадмия CdS на поверхности 
монокристаллической кремниевой пластины 
p-типа проводимости с удельным сопротивлением 
1 Ом·см. Пленка CdS имела проводимость n-типа 
и толщину 2,5 мкм. Технология изготовления 
гетероструктур CdS/p-Si  достаточно подробно 
описана в работе [4]. 

В исследуемой гетероструктуре слой 
сульфида кадмия играет роль оптического 
окна для солнечного излучения. Концентрация 
мелких доноров в этом слое составляет 
1,00·1018 см–3. Эта величина получена по 
результатам исследования ВЧ ВФХ изотипной 
гетероструктуры CdS/n-Si, изготовленной на 
кремниевой пластине с удельным сопротивле-
нием 0,01 Ом·см. Изотипная гетероструктура 
была изготовлена по той же технологии, что 
и анизотипная гетероструктура CdS/p-Si, ис-
следуемая в данной работе. 

Таким образом, область пространственного 
заряда гетероструктуры CdS/p-Si находится в 
p-Si, т.  е. она является несимметричной и ее 
база находится в кремниевой области. 

Для измерений вольт-фарадных характери-
стик гетероструктуры CdS/p-Si использовался 
цифровой измеритель иммитанса Е7-20. 
Переменная составляющая измерительного 
сигнала напряжения имела синусоидальную 
форму с амплитудой 40 мВ. 

Измерения ВЧ ВФХ производились при 
частоте измерительного сигнала 1 МГц, НЧ 
ВФХ – при частоте 1 кГц (рис. 1). Температура 
исследуемого образца поддерживалась 
постоянной и составляла 300 К. Видно, что ВЧ 
ВФХ (кривая 1) в координатах ( )2C f V− =  
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может быть представлена двумя отрезками 
прямых с разным наклоном. Наклон изменяется 
при напряжении обратного смещения около 
2  В. Таким образом, можно считать, что 
гетеропереход является резким в области 
напряжений обратного смещения от 0 до 2 В. 

Нелинейный вид НЧ ВФХ (кривая 2 на рис. 1) 
может быть объяснен влиянием ГУ поверхност-
ных состояний. Изменение наклона данной 
характеристики ( )2C f V− =  свидетельствует о 
том, что заряд поверхностных состояний зависит 
от приложенного напряжения. Следовательно, 
метод исследования поверхностных состояний, 
основанный на применении выражения (1), 
использовать нельзя. 

Вывод формулы для энергетической 
плотности поверхностных 

состояний с учетом зависимости Qss (V)

Поскольку исследуемая гетероструктура 
CdS/p-Si является несимметричной, для описа-
ния процессов перезарядки ГУ поверхностных 
состояний достаточно рассмотреть зонную 
диаграмму базовой области при обратном 
смещении (рис. 2). 

При увеличении обратного напряжения 
смещения V возрастает изгиб энергетических 
зон и увеличивается ширина области 
пространственного заряда W (рис. 2). При изме-
нении этого напряжения квазиуровень Ферми 
для дырок EFp «сканирует» ГУ поверхностных 
состояний Ess на гетерогранице. Состояния, 
оказавшиеся ниже EFp, заполнены носителями 
заряда, а состояния выше EFp – от них свободны. 
Таким образом, изменяя значение V, можно 

управлять заполнением ГУ поверхностных со-
стояний (см. рис. 2).

Текущее положение ГУ Ess на гетерогранице, 
отсчитанное от потолка валентной зоны,  – 
( )ss vE E− , можно связать с напряжением 
обратного смещения V следующим образом [5]:

 ( )ss vE E q V− = Φ − . (2)

Значение Ф определяется экстраполяцией 
НЧ ВФХ ( )2C f V− =  к нулю. 

Из выражения (2) можно определить 
максимальное значение V, при котором НЧ 
ВФХ определяется процессами перезарядки 
ГУ поверхностных состояний:

 max 1ss gV E= − Φ , (3)

где Eg1 – ширина запрещенной зоны полупро-
водника базовой области гетероструктуры (в 
нашем случае кремния).

Величина заряда ионизированных со-
стояний при низкой частоте переменной 
составляющей измерительного сигнала (QНЧ) 
связана с НЧ ВФХ СНЧ(V) следующим образом: 

 ( )НЧ НЧ .Q VC V=  (4)

С другой стороны, если V изменяется в 
пределах от 0 до Vssmax, то QНЧ определяется 
концентрацией мелкой акцепторной примеси 
в базовой области (NA) и концентрацией ГУ 
поверхностных состояний  Nst [3]:

Рис. 1. Вольт-фарадные характеристики 
гетероструктуры CdS/p-Si в виде ( )2C f V− =  на 

частотах 1 МГц (1) и 1 кГц (2)

С–2, 1019 Ф–2

Рис. 2. Зонная диаграмма базовой части 
гетероструктуры CdS/p-Si с учетом ГУ поверхностных 

состояний Ess при обратном смещении;
W –ширина области пространственного заряда; δss – часть 
области пространственного заряда, в которой происходит 

перезарядка ГУ поверхностных состояний; 
EFp – квазиуровень Ферми для дырок
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 ( )НЧ ,A st ss A ssQ qS N N Q Q= + ⋅δ = +  (5)

где δss – часть области пространственного 
заряда, в которой происходит перезарядка ГУ 
поверхностных состояний (см. рис. 2); QA – 
заряд, обусловленный мелкой акцепторной 
примесью. В формуле (5) Nst имеет смысл 
объемной концентрации ГУ в слое δss.

Для резкого гетероперехода концентрация 
NA в базовой области постоянна, следовательно 
QA – величина постоянная. Заряд Qss может 
зависеть от V, если концентрация Nst зависит от 
V. Такая ситуация имеет место при неравномер-
ном распределении ГУ поверхностных состояний 
в области δss. При этом НЧ ВФХ, представленная 
в виде ( )2C f V− = , будет нелинейной в диапазоне 
напряжений обратного смещения от 0 до Vssmax. В 
этом случае для определения концентрации Nst 
следует совместно использовать формулы (4) и (5).

Для описания распределения плотности 
поверхностных состояний вместо Nst традиционно 
используют функцию Dss(E) (распределение 
энергетической плотности поверхностных 
состояний). Последняя связана с зарядом Qss 
следующим образом [6]:

 ( ),ss ssQ qSED E=  (6)

где E  – значение энергии активации ГУ 
поверхностных состояний. 

Учитывая формулу (6), запишем выражение 
(5) в следующем виде:

 ( )( )НЧ A ss ssQ qS N D E E= δ + ⋅ . (7)

Приравняв правые части в выражениях (4) 
и (7), получим формулу для определения Dss(E):

 ( ) ( ) ( )1
НЧ

1
.ss A ssD E E C V V N

qS

−  
= ⋅ ⋅ − δ 

 
 (8)

Значение энергии активации E определяется 
по формуле (2); причем для исследуемой 
гетероструктуры CdS/p-Si 

 ss vE E E= − .

Следует отметить, что выражение (8) по-
зволяет корректно определять Dss(E) в случае, 
если заряд Qss зависит от V, то есть если НЧ ВФХ 
в координатах ( )2C f V− =  нелинейна в 
диапазоне значений V от 0 до Vssmax. Это 

объясняется тем, что для вычисления Dss(E) в 
формуле (8) используются все экспериментальные 
точки НЧ ВФХ в диапазоне значений V от 0 до 
Vssmax. Благодаря этому учитывается конкретный 
вид энергетического распределения ГУ 
поверхностных состояний в области δss. В то же 
время подход, основанный на формуле (1), 
использует только значение Φ; при этом вид 
энергетического распределения концентрации 
ГУ поверхностных состояний не учитывается.

Если заряд Qss не зависит от V, то НЧ ВФХ 
в виде ( )2C f V− =  линейна и выражение (8) 
также можно применять для вычисления Dss(E).

Интегральное значение плотности 
поверхностных состояний Nss можно определить, 
используя следующее выражение [7]:

 ( )
2

1

E

ss ss

E

N D E dE= ∫ , (9)

где E1, E2 – границы исследуемого интервала 
энергий активации, причем 1E q= Φ, 2 maxssE qV=  
согласно формулам (2) и (3). 

Для определения δss используем выражение 
из [3] применительно к поверхностному ГУ Ess 
в полупроводнике p-типа:

 
( )0 F

2

2 A ss p

ss

A

E E
W

q N

ε ε −
− δ = , (10)

где ( )Fss pE E−  – энергетическое положение ГУ 
Ess, отсчитанное от квазиуровня Ферми EFp для 
дырок.

Учитывая, что ширина области простран-
ственного заряда W с учетом влияния ГУ 
поверхностных состояний связана с НЧ ВФХ 
зависимостью [3]

 
( )
0

НЧ

A S
W

C V

ε ε
= , (11)

получим из (10) выражение для δss  в виде

 
( )

( )0 F0
2

НЧ

2 A ss pA
ss

A

E ES

C V q N

ε ε −ε ε
δ = − . (12)

Положение квазиуровня Ферми для дырок 
в полупроводнике p-типа EFp относительно 
потолка валентной зоны Ev определяется 
выражением
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 F ln ,v
p v

A

N
E E kT

N

 
− =   

 (13)

где k – постоянная Больцмана, T – абсолютная 
температура, Nv – плотность состояний для 
дырок в валентной зоне [8].

Используя (13), свяжем энергетическое 
положение ГУ Ess, отсчитанное от квазиуровня 
Ферми для дырок ( )Fss pE E− , с его положени-
ем, отсчитанным от потолка валентной зоны 
( )ss vE E− :

 ( ) ( )F ln .v
ss p ss v

A

N
E E E E kT

N

 
− = − −   

 (14)

Объединяя формулы (12), (14) и (2), полу-
чим окончательное выражение для ширины об-
ласти δss, в которой происходит перезарядка ГУ 
поверхностных состояний:

 
( )

( )

0

НЧ

0
2

2
– ln .

A
ss

A v

AA

S

C V

N
q V kT

Nq N

ε ε
δ = −

  ε ε
⋅ Φ − −    

 (15)

Методика исследования поверхностных 
состояний в гетероструктуре CdS/p-Si

Указанная методика в резкой несимметричной 
гетероструктуре CdS/p-Si, предлагаемая 
в данной работе,  основана на следующей 
последовательности действий.

Сначала измеряются ВЧ ВФХ и НЧ ВФХ 
исследуемой гетероструктуры при постоянной 
температуре образца. Затем по наклону прямой 
ВЧ ВФХ, построенной в координатах ( )2 ,C f V− =  
определяется величина концентрации мелкой 
легирующей примеси в базовой области 
гетероструктуры NA. Далее, экстраполируя к 
нулю НЧ ВФХ в виде ( )2C f V− = , определяем 
значение Φ. Затем по формуле (3) определяется 
величина Vssmax. Зависимость Dss(E) вычисляется 
по формуле (8). При этом значения 
энергетического положения ГУ поверхностных 
состояний определяются по формуле (2). 
Значение δss определяется по формуле (15). 
Следует помнить, что величина V изменяется в 
пределах от 0 до Vssmax.

Интегральное значение плотности 
поверхностных состояний в исследуемом 
интервале энергий определяется по формуле (9).

Предложенная методика исследования 
поверхностных  состояний  может  использовать-
ся в случае, если НЧ ВФХ в виде ( )2C f V− =  
нелинейна в диапазоне значений V от 0 до Vssmax.

Результаты исследования поверхностных 
состояний в гетероструктуре CdS/p-Si

Значение концентрации NA в базовой 
области гетероструктуры CdS/p-Si, полу-
ченное из ВЧ ВФХ, составило 1,62·1016 см–3. 
Величина эффективной контактной разности 
потенциалов Φ, полученная из анализа НЧ 
ВФХ, равна 0,11 В. Максимальное значение 
напряжения обратного смещения Vssmax, при 
котором поверхностные состояния определяют 
вид НЧ ВФХ, составило 1,01 В. 

Зависимость энергетической плотности 
поверхностных состояний от энергии активации 
ГУ поверхностных состояний для гетероструктуры 
CdS/p-Si, полученная расчетом по формуле (8), 
представлена на рис. 3. 

Интегральное значение плотности 
поверхностных состояний Nss, определенное по 
формуле (9), составляет 7,06·1011 см–2. При этом 
значения пределов интегрирования в формуле 
(9) составили: E1 = 0,11 эВ, E2 = 1,01 эВ. 

Достоинства, недостатки и область 
применения предложенной методики

Основным достоинством предложенной 
методики исследования поверхностных 
состояний является возможность ее применения 

Рис. 3. Энергетическое распределение плотности 
поверхностных состояний для гетероструктуры 

CdS/p-Si
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для различных видов резких гетеропереходов, 
в которых заряд поверхностных состояний 
зависит от приложенного напряжения. Другим 
важным достоинством являются условия 
измерения вольт-фарадных характеристик 
исследуемого образца: оно проводится при 
постоянной температуре. Также важно 
отметить, что для измерений НЧ ВФХ и ВЧ ВФХ  
могут использоваться стандартные измерители 
иммитанса, предназначенные для исследования 
характеристик полупроводниковых приборов. 
Такое оборудование имеется во многих 
исследовательских лабораториях и на 
производстве. 

В качестве недостатка предложенной 
методики следует отметить невозможность 
разделить влияние ГУ поверхностных 
состояний и в объеме базовой области 
гетероструктуры при значениях V, близких 

к Vssmax. Такое разделение спектров ГУ 
возможно с помощью метода релаксационной 
спектроскопии глубоких уровней за счет 
селекции по постоянной времени релаксации. 
В то же время при исследовании поверхностных 
состояний методом релаксационной 
спектроскопии глубоких уровней требуется 
производить многократные измерения спектра 
при разных значениях напряжения заполнения 
и опустошения ГУ [9]. Это снижает степень 
оперативности получения результата. 

В заключение следует отметить, что 
предложенная методика исследования 
поверхностных состояний может найти 
применение прежде всего на производстве, 
при оптимизации технологии изготовления 
гетероструктур фотоэлектрических преобразо-
вателей солнечной энергии.
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ственно зависят как газофазные паразитные 
реакции, так и сам процесс синтеза материала 
[1, 2]. В то же время механизмы этого влияния 
все еще мало изучены, а оптимальное давление 
при выращивании должно экспериментально 
определяться для каждого слоя многослойной 
приборной гетероструктуры, что значительно 
затрудняет технологический процесс. В данной 
работе проводилось детальное исследование 
влияния давления в реакторе на структурные 
и люминесцентные свойства активной области 
светодиодов на основе InGaN/GaN.

Экспериментальная часть

Исследуемые светодиодные структуры вы-
ращивались на сапфировых подложках ориен-
тации (0001) методом газофазной эпитаксии из 
металлорганических соединений на установке 
AIX2000HT с планетарным реактором. В ка-
честве исходных соединений использовались 
триметилгаллий, триэтилгаллий, триметилин-
дий, триметилалюминий, аммиак, моносилан 
и биспентациклодиенил магния. При выращи-
вании слоев n-GaN в качестве несущего газа 
использовался водород, при выращивании 
слоев p-(Al)GaN – азотоводородная смесь. В 
процессе роста активной области InGaN/GaN 
несущим газом был азот. Процедура роста более 
подробно описана в статье [3]. Исследуемые 
светодиодные структуры содержали активную 
область из пяти квантовых ям InGaN, разделен-
ных барьерами нитрида галлия. Для обеспече-
ния сохранности начальных условий выращи-
вания активной области давление в реакторе 
при росте первой ямы для всех исследованных 
структур было 300 мбар. Эта яма заращивалась 
барьерным слоем нитрида галлия без прерыва-
ния процесса роста. Исследовалось три режима 
роста остальных четырех квантовых ям (КЯ), и 
при их выращивании давление в реакторе со-
ставляло 100, 200 и 600 мбар. После выращива-
ния каждой из этих четырех КЯ производилось 
20-секундное прерывание роста с добавлением 
водорода в атмосферу несущего газа [4]. Зна-
чение номинальной толщины квантовых ям 
InGaN и барьеров нитрида галлия составляли 
3 и 8 нм, соответственно.

Структурные свойства исследовались с 
помощью рентгеновской дифрактометрии и 
просвечивающей электронной микроскопии 
(ПЭМ). Изображения ПЭМ высокого разре-

шения были получены на микроскопе серии 
Tecnai, работающем при ускоряющем напряже-
нии 200 кВ и оборудованном корректором сфе-
рической абберации. Далее эти изображения 
обрабатывались с помощью метода анализа гео-
метрических фаз (GPA) [5], позволяющего по-
лучать двумерное распределение деформации 
в напряженных слоях относительно недефор-
мированной матрицы GaN, и далее, исполь-
зуя закон Вегарда, рассчитывать распределение 
индия и алюминия в слоях твердых растворов.

Оптические свойства исследовались с по-
мощью спектроскопии фотолюминесценции 
(ФЛ) в широком диапазоне температур от 10 
до 300 K. Для возбуждения ФЛ использовался 
гелий-кадмиевый лазер с мощностью излуче-
ния 10 мВт на длине волны основной линии 
325 нм, работающий в непрерывном режиме. 
Для регистрации ФЛ использовался монохро-
матор МДР-23 и фотоэлектронный умножитель 
ФЭУ-100. Для повышения чувствительности 
измерений и снижения шумов применялся син-
хронный детектор SR810-DSP. Для измерений 
спектров ФЛ при температурах ниже комнат-
ной применялся гелиевый криостат замкнутого 
цикла. 

Электролюминесцентные (ЭЛ) свойства 
выращенных структур исследовались в непре-
рывном режиме на неразделенных пластинах 
с выводом света через подложку. Спектры ЭЛ 
регистрировались установкой на основе моно-
хроматора и фотоэлектронного умножителя. 
При измерении эффективности светодиодных 
структур интенсивность ЭЛ измерялась кали-
брованным фотодиодом. 

Результаты и их обсуждение

На рис. 1 представлены данные по просве-
чивающей электронной микроскопии с после-
дующей обработкой методом анализа геоме-
трических фаз для структур, выращенных при 
значениях давления 100 и 600 мбар. Отчетливо 
видны различия в формировании активной об-
ласти. При низком давлении в реакторе (рис. 
1,а) активная область представляет собой не-
прерывные в латеральном направлении кванто-
вые ямы InGaN с толщиной 2,3 – 2,5 нм с мел-
комасштабной флуктуацией состава, среднее 
содержание индия в КЯ составило 27 ± 8 %. При 
высоком ростовом давлении (рис. 1,б) структура 
активной области принципиально отличается. 
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Вместо КЯ наблюдаются плоские островки с 
латеральными размерами от единиц до несколь-
ких десятков нанометров и толщиной до 2,5 нм, 
среднее содержание индия составило 25 ± 8 %. 
Таким образом, при увеличении давления в ре-
акторе при росте тонких слоев InGaN наблю-
дается ярко выраженный фазовый распад слоя 
и некоторое уменьшение среднего содержания 
индия. По степени неоднородности распре-
деления индия структуры можно качественно 
разделить на два типа: слабо и сильно неодно-
родные. У структур первого типа флуктуации 
состава малы и трехмерная локализация вы-
ражена слабо, свойства близки к набору кван-

товых ям. У структур второго типа свойства 
близки к неоднородному массиву квантовых 
точек. На основании полученных данных струк-
туры, выращенные при низком давлении (100, 
200 мбар), можно отнести к первому типу, а при 
давлении 600 мбар – ко второму.

На рис. 2,a представлены данные, полу-
ченные из анализа спектров ЭЛ [6]. Увеличе-
ние давления приводит к коротковолновому 
сдвигу максимума ЭЛ, что связано с умень-
шением максимального содержания индия в 
активных слоях. Кроме изменения положения 
максимума излучения, увеличение давления 
в реакторе приводит к изменению величины 

Рис. 1. Карты распределения локальных деформаций кристаллической решетки по отношению к нена-
пряженной матрице GaN в направлении роста [0001] для активной области, выращенной при значениях 

давления 100 мбар (а) и 600 мбар (б);
1–5  – квантовые ямы

Т, К

Рис. 2. Результаты анализа экспериментальных данных по электро-(а) и фото-(б) люминесценции для 
серии светодиодных структур, выращенных при различном давлении, мбар: 100 (1, 2), 200 (3, 4), 600 (5, 
6); приведены зависимости положений максимумов люминесценции (2, 3, 5) и значений полуширины 

линий спектров (1, 4, 6) от тока (а) и температуры (б)
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коротковолнового сдвига максимума длины 
волны излучения от тока, которая также свя-
зана с флуктуациями состава по индию в слоях 
InGaN. С ростом давления коротковолновый 
сдвиг излучения с увеличением тока возрастает. 
Данный эффект связан с тем, что образование 
отдельных островков InGaN, имеющих зна-
чительную дисперсию как по размерам, так и 
по составу, приводит к уширению спектра со-
стояний. Следовательно, при увеличении тока 
растет заселенность состояний с меньшей энер-
гией локализации, что приводит к уширению 
линии излучения (рис. 2, a). Для структуры, 
выращенной при давлении 100 мбар, вели-
чина полуширины спектра с ростом тока не 
меняется. Для структур, выращенных при дав-
лениях 200 и 600 мбар, существуют «хвосты» 
плотности состояний, которые заполняются 
уже при токах 20 мА. На рис. 3,а представлены 
зависимости эффективности ЭЛ от тока для 
светодиодных структур, выращенных при раз-
личных давлениях. Видно, что при увеличении 
давления от 100 до 200 мбар при выращивании 
структур значительно увеличивается эффектив-
ность излучения. Полученный результат может 
быть связан с тем, что образование островков 
приводит к подавлению латерального транс-
порта носителей к центрам безызлучательной 
рекомбинации, а это повышает эффективность 
ЭЛ. Особенно данный эффект заметен в об-
ласти малых (менее 20 мА) токов. Изменения 
формы кривых зависимости эффективности 
излучения от тока для структур, выращенных 
при различных давлениях, связаны, скорее все-
го, с различием в плотности островков и, воз-
можно, с увеличением латерального транспорта 
носителей при заселении состояний с меньшей 
энергией локализации. 

Анализ спектров ФЛ, измеренных в диапа-
зоне температур от 20 до 300 K (рис. 2, б), по-
казал, что для структур, выращенных при давле-
ниях 100 и 200 мбар, характерна малая ширина 
спектров ФЛ при низких температурах (20 K), 
что свидетельствует об относительно однород-
ном распределении индия в активной области, 
хотя повышение давления до 200 мбар привело 
к росту указанной ширины. Для структур, вы-
ращенных при давлении 600 мбар, в спектрах 
ФЛ наблюдалось значительное неоднородное 
уширение при низких температурах, что объ-
ясняется значительной дисперсией по размеру 
островков и содержанию индия. 

Зависимость полуширины спектров ФЛ от 
температуры на графиках, представленных на 
рис. 2,б, можно разделить на три характерных 
участка. При малых температурах наблюдается 
слабое влияние температуры на полуширину 
спектра, что характерно для структур с кван-
товыми точками, т. е. с неоднородным рас-
пределением индия в активных слоях (второй 
тип по степени неоднородности). При высо-
ких температурах поведение рассматривае-
мой зависимости характерно для структур с 
квантовыми ямами (первый тип), т. е. с одно-
родным распределением индия в активной об-
ласти. Малый (23 мэВ) немонотонный сдвиг 
максимума ФЛ в сторону меньших энергий 
(рис. 2,б) наблюдался для серии структур, вы-
ращенных при малых давлениях. Такое пове-
дение характерно для структур с равномерным 
распределением индия в активных слоях. Вид 
аналогичной зависимости для структуры, вы-
ращенной при высоком давлении, принци-
пиально отличается. Значительный (52 мэВ) 
монотонный длинноволновый сдвиг характе-
рен для неоднородного распределения индия 
в активной области.

С увеличением температуры для всех струк-
тур наблюдалось падение интенсивности ФЛ, 
что связано с термоактивационным характером 
транспорта носителей к центрам безызлучатель-
ной рекомбинации. Измерения при комнатной 
температуре показали, что с увеличением дав-
ления при выращивании структур интенсив-
ность ФЛ уменьшалась. При этом интегральная 
интенсивность (рис. 3,б) также уменьшалась; 
это может быть следствием подавления транс-
порта носителей к центрам безызлучательной 
рекомбинации. 

Таким образом, после анализа данных ФЛ 
в диапазоне температур от 20 до 300 K можно 
сделать вывод, что рост давления при форми-
ровании активной области приводит к значи-
тельному изменению морфологии и оптических 
свойств выращиваемых структур. 

Была также проведена оценка энергий ак-
тивации температурного гашения ФЛ путем 
аппроксимации интегральной интенсивности 
ФЛ для исследуемой серии образцов. Для струк-
туры, выращенной при давлении 100  мбар, 
энергия активации составила (41±10) мэВ, 
при 200 мбар – (52±10) мэВ, при 600 мбар – 
(72±10) мэВ. Следовательно, локализация наи-
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более ярко выражена для структуры, выращен-
ной при давлении 600  мбар, что согласуется 
со всеми предыдущими экспериментальными 
результатами.

Таким образом, было проведено исследова-
ние влияния давления в реакторе при эпитак-
сии на оптические свойства структур InGaN/
GaN. В ходе исследований было выяснено, что 
увеличение давления ведет к значительному 
фазовому распаду InGaN и уменьшению макси-
мального содержания индия в активных слоях. 
Данная морфологическая трансформация сло-

ев InGaN в активной области сопровождается 
увеличением эффективности ЭЛ. Оптические 
свойства структур, выращенных при высоком 
давлении, характерны для структур с квантовы-
ми точками. Следовательно, меняя давление в 
реакторе, можно контролировать морфологию 
активной области и тем самым управлять опти-
ческими свойствами светодиодной структуры 
непосредственно в процессе роста.

Работа проведена при поддержке Государственно-
го контракта с Министерством образования и науки РФ 
№ 16.513.12.3018 от 4 октября 2011г. 
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Рис. 3. Результаты обработки экспериментальных данных по электро-(а) и фото-(б) люминесцен-
ции для серии светодиодных структур, выращенных при различном давлении, мбар: 100 (1), 200 (3), 

600 (2); приведены зависимости квантовой эффективности ЭЛ от тока (а) и интегральной интен-
сивности ФЛ от обратной температуры (б)
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В настоящее время интенсивно развиваются 
новые технологии создания устройств памяти. 
Приоритетными являются задачи, связанные 
с  улучшением быстродействия, увеличением 
объема памяти, созданием компактных энер-
гонезависимых устройств, обладающих низ-
кой стоимостью. Имеющиеся элементы памяти 
не способны сочетать в одном устройстве все 
перечисленные характеристики. Флэш-память 
является энергонезависимой, но при этом об-
ладает низкой скоростью записи и удаления 
информации. DRAM – динамическая память 
с произвольным доступом обладает высокой 
скоростью записи, но не является энергонеза-
висимой. В качестве памяти, совмещающей в 
себе все перечисленные преимущества, может 
использоваться резистивная, в основе которой 
лежит эффект переключения между состояни-
ями с различающимися сопротивлениями [1]. 

Эффект резистивного переключения за-
ключается в возможности переходов образца из 
одного состояния в другое  с различными сопро-
тивлениями. Обычно различают два состояния: 
с высоким и низким сопротивлениями; первое 
принято принимать за логический нуль  (состо-
яние «off »), а второе – за логическую единицу 
(состояние «on»). Сохранение информации в 
памяти соответствует переходу образца из со-
стояния 0 в 1, ee считывание  – определению те-
кущего состояния, а удаление – переключению 
ячейки памяти из состояния 1 в 0. Этот эффект 
наблюдался во многих  органических и неор-
ганических материалах [1, 2]. Использование 
первых может быть более предпочтительным, 
поскольку для изготовления органической па-
мяти не требуется применения сложных техно-
логий, например высокого вакуума или высоких 
температур. Органические устройства памяти 
могут быть изготовлены методами центрифуги-
рования, ламинирования или струйной печати. 
Несмотря на интенсивные исследования в этой 
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области, вопрос о механизмах, ответственных 
за переключения, остается открытым [1]. 

Одним из материалов, в которых наблю-
дался эффект резистивных переключений, 
является полистирол [3]. Это доступный тер-
мопластичный полимер, что позволяет изго-
тавливать простые и дешевые устройства на его 
основе методом ламинирования. Нами были 
проведены исследования резистивных пере-
ключений в образцах, изготовленных методом 
ламинирования из коммерчески доступного 
полистирола. При этом нами была показана 
возможность изготовления быстрой энергоне-
зависимой памяти на основе этого материала 
и изучены характеристики резистивных пере-
ключений при комнатной температуре и тем-
пературе жидкого гелия. 

Исследованные образцы и методика 
эксперимента

Исследованные образцы были изготовле-
ны в «сэндвич»-геометрии из коммерчески 
доступного полистирола (рис. 1). В качестве 
нижнего контакта брался твердый материал: 
стеклянная подложка, покрытая ITO (оксид 
индия, допированный оловом), либо медная 
пластина. На эту основу методом ламиниро-
вания наносился полистирол. Толщина  полу-
ченной пленки варьировалась в интервале от 5 
до 25 мкм для различных образцов. В качестве 
верхнего контакта нами использовались как 
стекло, покрытое ITO, так и тонкие серебряные 
провода, прикрепленные к образцу с помощью 
серебряного клея. Площадь верхнего контакта 
варьировалась в интервале от 100 (мкм)2 до не-
скольких квадратных миллиметров. Площадь 
поверхности пленки всегда превышала площадь 
верхнего контакта.

Для регистрации тока в цепи образца был 
использован двухканальный источник-измери-
тель Keithley 2612A,  позволяющий проводить 
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измерения при электрических напряжениях до 
400 В и токах  от 1 пА до 10 А. Для изучения ки-
нетики процессов переключения использовал-
ся цифровой осциллограф Tektronix DPO 3054 
с эффективным временным разрешением 2 нс. 
Для измерения электрических свойств при раз-
личных температурах  образец помещался в из-
мерительную камеру, которая затем опускалась 
в жидкий гелий. Все проводимые измерения 
были автоматизированы нами в среде LabView.

Результаты экспериментов

В исследованных нами образцах переключе-
ние в непроводящее состояние происходит при 
протекании в цепи образца тока выше крити-
ческого. Обратное переключение в проводящее 
состояние осуществляется при напряжении, 
превышающем критическое. Измерения про-
ведены в режиме ограничения тока в цепи. Кри-
тические значения напряженности поля Eкр и 
плотности тока jкр при комнатной температуре 
были следующими:

                                 Eкр, кВ/см        jкр, мA/мм2 
Максимальное         400                            8
Минимальное           50                             2      

Указаны максимальные и минимальные зна-
чения, полученные для нескольких образцов с 
различной геометрией. Нами было установлено, 
что эффект переключения не зависит от мате-
риала контакта, и, следовательно, обусловлен 
процессами в объеме образца. Важно, что даже 
максимальные поля Eкр ≈ 0,4 МВ/см, при которых 
наблюдаются переключения, не превышают про-
бивных значений для полистирола – 3 МВ/см.

Типичная вольтамперная характеристика 
(ВАХ) образцов при комнатной температуре 
представлена на рис. 2. Переключение из непро-
водящего в проводящее состояние происходит 

при напряжении в цепи 360 В (Rн = 121кОм). 
ВАХ проводящих и непроводящих состояний 
сильно отличаются между собой, что говорит 
о различных механизмах проводимости в этих 
состояниях. ВАХ проводящего состояния в 
определенном диапазоне напряжений хорошо 
аппроксимируется линейной зависимостью, 
что соответствует омическому характеру про-
водимости. Для непроводящего состояния ВАХ 
является нелинейной.

Для различных образцов сопротивление 
проводящего состояния лежит в интервале  
20  Ом  ≤  Ron ≤ 100 кОм, а сопротивление не-
проводящего состояния – Roff   ≥ 1 Мом.

При изменении температуры T от 300 до 
4,2 K сопротивление Ron  изменяется сравни-
тельно слабо, а Roff   изменяется более чем на три 
порядка величины. В качестве примера при-
ведем данные для одного из образцов:

 T, K       Ron, кОм               Roff , МОм
 300             2,10  5,00
 4,2             2,44   9·103 

Характерные времена переключений при 
T = 300 K  достигали нескольких наносекунд, 
при этом получена высокая воспроизводимость 
данных. В ходе эксперимента наблюдалось до 
1 млн. переключений без заметной деградации 
образцов, т. е. значения сопротивления как в 
проводящем, так и в непроводящем состояниях 
были стабильны. В отсутствие внешних воз-

1

2

Рис. 1. «Сэндвич-геометрия 
исследованных образцов: 
1 – полимер, 2 – контакты

3

2

1

0

200 400 U, В0

I, А

Рис. 2. Вольтамперные характеристики проводящего 
(3, «on») и непроводящего (1, «off »)  состояний образца 
стекло  ITO – полистирол – стекло  ITO при ком-
натной температуре с нагрузочным сопротивлением 

121 кОм; 2 – переключение между состояниями
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действий оба состояния образцов сохранялись  
более трех месяцев.

Обсуждение результатов

Полученное нами количество стабильных 
переключений в полистироле более чем на два 
порядка превышает данные, имеющиеся в ли-
тературе [3, 4]. При этом характерные времена 
переключений существенно ниже типичных 
значений для органической резистивной памя-
ти, лежащих в диапазоне единиц микросекунд, 
и редко – десятков наносекунд [5].

Существует несколько теорий, объясняю-
щих механизмы резистивных переключений 
между состояниями, в том числе возникнове-
ние металлических или углеродных проводя-
щих каналов, туннелирование носителей за-
ряда между электродами, накопление заряда на 
металлических частицах или других примесях в 
органических материалах [2]. 

Анализ ВАХ и температурных зависимостей 
сопротивлений проводящего и непроводящего 
состояний позволяют сделать некоторые выводы 
о возможных механизмах переключений в поли-
стироле. Так, омический характер проводимости 
в низкоомном состоянии и ее слабая зависимость 
от температуры соответствуют  модели возникно-
вения проводящих каналов между электродами. 
Устойчивости  проводящего и непроводящего 
состояний, сохраняющихся  длительное время, 
противоречат представлениям о накоплении за-
ряда как в объеме, так и в приконтактной об-
ласти образца. Омический вид вольтамперной 
характеристики в проводящем состоянии также 
противоречит ее ожидаемому виду для модели 
переключений, связанной с туннелированием 
носителей заряда в объем образца. На основании 
проведенного анализа перечисленных моделей 
мы считаем наиболее вероятной модель, согласно 
которой происходит образование проводящих 
каналов, несмотря на то, что прямых подтверж-
дений этому  получено не было.

Для непроводящего состояния получен-
ные ВАХ наилучшим образом спрямляются в 
координатах моделей Пула – Френкеля [6] и 
Шоттки [7] (рис. 3). Корректность привлечения 
этих представлений для интерпретации дан-
ных, относящихся к органическим материа-
лам, не является очевидной [8, 9]. Тем не менее, 
эти подходы использованы рядом авторов для 
интерпретации полученных результатов [10], 

поскольку их  экспериментальные данные со-
ответствовали аналитическим зависимостям.

ВАХ для эффекта Шоттки описываются 
следующим соотношением: 
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В случае эффекта Пула – Френкеля спра-
ведливо другое соотношение:
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где d – толщина образца, k – постоянная Боль-
цмана, T – температура образца, φs – кон-
тактная разность потенциалов для перехода 
металл – полимер, εr – диэлектрическая про-
ницаемость материала (полимера).

Рис. 3. Результаты спрямления полученных ВАХ 
в координатах моделей Пула – Френкеля (а) и Шот-
тки (б) для образца стекло ITO – полистирол – серебро 

при комнатной температуре 

а)

б)
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Для наших данных значения эксперимен-
тальных и теоретических коэффициентов эф-
фекта Пула – Френкеля оказались достаточно 
близки:

 

PF 1/2
1/2

PF 1/2
1/2

0,35 В ;

0,29 В , 

theory

exp

kTd

kTd

β
=

β
=

где kT = 26 мэВ, d = 10 мкм, εr = 2,24.
Рассматривая возможность образования 

проводящих каналов при переключении, есть 
основания  предположить, что в качестве источ-
ников заряда выступают отдельные проводящие 
островки, оставшиеся после разрыва прово-
дящих каналов. Наличие таких проводящих 
участков может также объяснить и устойчивые 
переключения в электрических полях, более 
чем на порядок меньших, чем пробойные.

Итак, нами были изучены резистивные пе-
реключения в образцах с «сэндвич»-геометрией, 

изготовленных методом ламинирования из 
коммерчески доступного полистирола. Наблю-
давшиеся характерные времена переключений 
достигали нескольких наносекунд, а количе-
ство переключений достигало 1 млн., что зна-
чительно превосходит ранее опубликованные 
результаты.   Определены критические значения 
напряжений и токов, характерные времена пе-
реключений и амплитуда эффекта (измерения 
сопротивлений проведены при температурах 
4,2 и 300 K).  Переключения наблюдались при 
значениях напряженности электрических по-
лей существенно ниже пробойного. В связи с 
этим в полимере не происходят разрушитель-
ные процессы и изучаемый эффект отличается 
высокой стабильностью и  повторяемостью. 
Таким образом, полученные результаты могут 
лечь в основу создания  новых резистивных 
устройств памяти, способных работать в ши-
роком диапазоне температур.

Работа выполнена при поддержке Гранта Президента 
РФ № 16.120.11.4663-МК.
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Тонкопленочные сегнетоэлектрики инте-
ресны как с прикладной, так и с чисто научной 
точек зрения. Среди перспективных приме-
нений можно указать электрооптические эле-
менты, микроскопические электромеханиче-
ские сенсоры. В последнее время значительное 
внимание уделяется возможности интеграции 
тонкопленочных сегнетоэлектриков в метал-
лополупроводниковые наногетероструктуры в 
качестве пассивных (диэлектрические прослой-
ки) и активных (сегнетоэлектрическая память) 
элементов [1]. Также тонкопленочные сегне-
тоэлектрики являются составляющими эле-
ментами магнитоэлектрических композитов, 
на основании которых планируется создание 
концептуально нового типа энергонезависимой 
памяти с высокой плотностью записи [2]. Осо-
бый интерес вызывают эпитаксиальные плен-
ки, которые обладают существенно лучшими 
характеристиками по сравнению с поликри-
сталлическими. За последние десятилетия стало 
очевидным, что наиболее перспективны для 
вышеозначенных применений пленки из раз-
упорядоченных сегнетоэлектриков, в которых 
одна или несколько подрешеток случайным 
образом заполнены ионами различного типа. 
Рекордными по достигаемым значениям ди-
электрического и пьезоэлектрического откли-
ков среди этих материалов являются цирконат-
титанат свинца и сегнетоэлектрики релаксоры. 
В последних, в отличие от классических сегне-
тоэлектриков, не наблюдается характерного фа-
зового перехода, сопровождаемого понижением 
симметрии кристалла. В то же время локально, 
что следует из широкого спектра эксперимен-
тальных данных, такое понижение симметрии 
все же происходит. Согласно общепринятой на 
сегодня точке зрения, данное локальное пони-
жение симметрии приводит к возникновению 
системы полярных нанообластей, поведение 
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которых определяет основные свойства мате-
риала. Пленки релаксоров (помимо известных 
технологических применений) представляют 
собой широкое поле для изучения влияния как 
внешних эффектов, например эпитаксиального 
растяжения, так и размерных, – на свойства 
релаксоров. В частности, на данных объектах 
можно проследить изменение микроскопиче-
ских характеристик при уменьшении толщины 
вплоть до характерных размеров полярных на-
нообластей.

Данная работа посвящена изучению кол-
лективной атомной динамики в эпитаксиаль-
ных тонких пленках релаксора магнониобата 
свинца толщиной 120 нм методом неупругого 
рассеяния синхротронного излучения.

Тонкопленочные сегнетоэлектрики

На сегодняшний день опубликован ряд ра-
бот, посвященных изучению макро- и микро-
скопических свойств релаксорных пленок, вы-
ращенных на различных подложках. В большей 
части публикаций, посвященных исследованию 
структуры [3, 4] и диэлектрических характери-
стик [5 – 8] пленок PMN, а также родственных 
составов, использовались гетероструктуры типа 
PMN/LSCO/MgO, в которых эпитаксиальные 
пленки выращивались методом лазерного 
распыления [9] на поверхности проводящего 
буферного слоя из La0,5Sr0,5CoO3, служащего 
одним из электродов. В экспериментах по ин-
фракрасной спектроскопии обычно исполь-
зуются пленки, выращенные на сапфировой 
подложке [10], прозрачные в инфракрасной 
области; можно также использовать подложки 
из оксида магния [11].

Для тонких пленок релаксоров, вплоть до 
толщины l = 45 нм, характерны те же особен-
ности диэлектрического спектра, что и для объ-
емных (массивных) образцов. Наблюдается 
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широкий максимум на температурной зависи-
мости диэлектрической проницаемости ε(T), 
при этом положение и амплитуда этого макси-
мума изменяются в зависимости от частоты из-
мерения. При высоких температурах соблюда-
ется закон Кюри–Вейса для обратной 
величины диэлектрической проницаемости. 
Ниже некоторой температуры, близкой к тем-
пературе Бёрнса в объемных (массивных) об-
разцах, происходит отклонение от данного за-
кона аналогично объемным образцам. 
Проницаемость релаксорных пленок может 
быть описана теми же эмпирическими соот-
ношениями, которые оказались применимы 
для соответствующих свойств массивных об-
разцов (количественно параметры при этом 
различаются) [5, 6]. В то же время между плен-
ками и объемными образцами наблюдаются 
существенные различия. В работе [5] была про-
слежена зависимость основных диэлектриче-
ских свойств пленок PMN от толщины образца. 
Показано, что c ее уменьшением происходит 
существенное снижение абсолютной величины 
диэлектрической проницаемости и смещение 
максимума ε(T) в сторону меньших температур. 
Но авторы не обнаружили прямой взаимосвязи 
между величиной эпитаксиального растяжения 

0/ 1s a a= −  и параметрами диэлектрического 
спектра пленок, характерной, например, для 
пленок перовскитоподобных квантовых пара-
электриков [12]. В широком интервале значе-
ний толщины пленки (100 нм < l < 1000 нм) 
величина растяжения остается на практически 
постоянном низком уровне – 45 10s −≈ ⋅ , в то 
время как температура максимума в этом ин-
тервале толщин сдвигается более, чем на 50 K 
при изменении высоты пика ε(T) более, чем на 
порядок. Авторами [5] была выдвинута гипоте-
за, согласно которой наблюдаемые трансфор-
мации диэлектрического спектра при уменьше-
нии толщины связаны с изменением параметров 
случайных полей, которое предсказывается 
теорией [13]. В работе [8] было обнаружено, что 
при температурах, находящихся вдали от тем-
пературы максимума ε(T), диэлектрическая 
проницаемость пленки толщиной 750 нм пре-
восходит соответствующую величину для объ-
емных образцов; в то же время максимальное 
значение εmax для пленки ниже, чем для масси-
ва, что авторы связали с увеличением количе-
ства диполей в неполярной матрице, для кото-

рых характерны малые времена релаксации во 
внешнем поле.

Параметры фононов в пленках магнони-
обата свинца были исследованы методом ин-
фракрасной спектроскопии в работе [10]. По 
результатам анализа спектров пропускания 
гетероструктуры PMN/Al2O3 были выявлены 
две моды. Одна из них интерпретирована как 
ТО1-мода, наблюдавшаяся ранее в массивных 
образцах. Другая является релаксационной, 
и авторы предложили для нее название «цен-
тральная мода» по аналогии с центральным пи-
ком, характерным для неупругих нейтронных 
спектров в массивных релаксорах. Согласно 
представленным данным, частота ТО1-моды в 
пленках весьма незначительно зависит от тем-
пературы при T > 500 K, однако демонстрирует 
заметный рост при меньших температурах, в 
соответствии с законом Кюри – Вейса для ква-
драта частоты. Авторы предположили, что раз-
личие между тонкими пленками и массивными 
образцами в значениях частоты ТО1-моды при 
высоких температурах обусловлено невысокой 
точностью определения частоты из неупругих 
нейтронных спектров. При помощи модельных 
расчетов авторы также показали, что «централь-
ная мода» может быть неразличимой на ней-
тронных экспериментах в силу малых значений 
частоты.

Методика эксперимента

Изучение фононных дисперсионных кри-
вых в кристаллах проводится уже более полу-
века методом неупругого рассеяния нейтронов 
(НРН) и около 15 лет – методом неупругого 
рассеяния рентгеновского излучения (НРРИ). 
Эти методы позволяют экспериментально опре-
делить дисперсионные зависимости элемен-
тарных возбуждений исследуемого материала 
во всей зоне Бриллюэна. До недавнего време-
ни методы неупругого рассеяния применялись 
только для исследования объемных образцов; 
использование рассеяния нейтронов для изуче-
ния структур меньшей размерности затруднено 
большой глубиной их проникновения в твердые 
тела. Кроме того, использованию синхротрон-
ного излучения в этих целях препятствовал не-
достаточный технический уровень доступного 
экспериментального оборудования. Единствен-
ным инструментом изучения динамики решет-
ки тонких пленок служил комплекс оптических 
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методов, позволяющих исследовать фононы в 
центре зоны Бриллюэна. В работе [14] мы по-
казали, что применение неупругого рассеяния 
синхротронного излучения с использованием 
самых современных установок позволяет извле-
кать информацию о фононных дисперсионных 
кривых в образцах толщиной менее 100 нм. В 
данной работе методика усовершенствована и 
использована для выявления ключевых осо-
бенностей динамики коллективных колебаний 
решетки с изменением температуры в пленках 
модельного релаксора магнониобата свинца 
толщиной 120 нм.

Для проведения опытов по неупругому рас-
сеянию синхротронного излучения была ис-
пользована экспериментальная линия BL35XU 
синхротронного источника третьего поколения 
Spring-8 (префектура Хиого, Япония). На се-
годняшний день она лидирует в мире в плане 
достижимого энергетического разрешения и 
интенсивности потока рентгеновского излуче-
ния. Для формирования монохроматического 
пучка синхротронного излучения используется 
монохроматор обратного рассеяния, представ-
ляющий собой монокристалл кремния со ско-
лом в плоскости (1 1 1). Для монохроматизации 
пучка предусмотрено использование отраже-
ний кремния от плоскости (5 5 5) до (15 15 15), 
обеспечивающих энергии падающего пучка в 
интервале от 9,8 до 29,6 кэВ. В отличие от трех-
осных нейтронных спектрометров, где измене-
ние энергии падающего на образец пучка ней-
тронов осуществляется путем изменения угла 
падения пучка на монохроматор, в спектроме-
тре неупругого рассеяния рентгеновского из-
лучения сканирование по энергии осуществля-
ется за счет изменения температуры 
монохроматора, расположенного по отноше-
нию к падающему пучку под углом, близким к 
прямому. Для обеспечения энергетического 
разрешения порядка 1 мэВ необходимо, чтобы 
температура монохроматора поддерживалась с 
точностью до 10−3 K. При этом относительное 
разрешение /E E∆  составляет величину по-
рядка 10−8.

Анализ фононных дисперсионных кривых

При изучении фононных дисперсионных 
кривых было использовано отражение (11 11 11) 
монохроматора обратного рассеяния, соответ-
ствующее длине волны падающего излучения 

λ = 0,057 нм и энергии E = 21,75 кэВ. При таком 
выборе отражения разрешение по энергии со-
ставляет ∆E ≈ 1,2 мэВ, что сопоставимо с энер-
гетическим разрешением современных трех-
осных спектрометров на тепловых нейтронах. 
Перед проведением измерений неупругого от-
клика в пленке была проведена эксперимен-
тальная оценка энергетического разрешения. 
Характерный спектр рассеяния на упруго рас-
сеивающем модельном образце приведен на 
рис. 1. Следует отметить, что несмотря на ма-
лость величины ∆E ≈ 1,2 мэВ, вычисляемой как 
полная ширина пика на половине его высоты 
(FWHM), форма линии является лоренцевой, 
что обуславливает медленное спадание интен-
сивности при отдалении от центра пика в соот-
ветствии с законом 2

01/ ( )E E− , в отличие от 
рассеяния нейтронов, где функция разрешения 
имеет форму Гаусса. При малых значениях 
энергии фононов гауссова форма функции раз-
решения трехосных нейтронных спектрометров 
более выгодна, поскольку позволяет эффектив-
но отсекать вклады от рассеяния с передачей 
энергии E, отстоящей от точки настройки E0 
более, чем на величину ∆E. Однако с увеличе-
нием энергии E0, соответствующей точке на-
стройки нейтронного спектрометра, ширина 
энергетического разрешения ∆E значительно 
увеличивается за счет изменения геометрии 
трехосного спектрометра. Неупругое рассеяние 

Рис. 1. Спектр неупругого рассеяния рентгенов-

ского излучения на монокристалле Si, полу-

ченный с целью определения энергетического 

разрешения спектрометра.
Сплошная линия соответствует аппроксимации 

функцией I(E) = А(E2 + γ2) 
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синхротронного излучения лишено данного не-
достатка, поскольку параметр разрешения ∆E 
не зависит от энергии точки настройки E0. Та-
ким образом, при измерении высокочастотных 
фононных мод неупругое рассеяние синхро-
тронного излучения – это более информатив-
ный метод.

При помощи метода рентгеновской дифрак-
ции было установлено, что ориентации главных 
кристаллографических направлений в пленке и 
подложке совпадают, то есть вблизи каждого из 
отражений MgO присутствует отражение PMN 
с теми же индексами Миллера, а расстояние 
между этими отражениями в обратном про-
странстве определяется разницей между вели-
чинами постоянной решеток пленки и подлож-
ки, составляющими соответственно dPMN = 
= 0,405 нм и dMgO = 0,420 нм. Структура оксида 
магния соответствует пространственной группе 
Fm-3m, вследствие чего для него существуют 
правила систематического погасания рефлексов, 
согласно которым присутствуют только отраже-
ния, для которых , , 2h k h l k l n+ + + = . Для 
PMN, структура которого соответствует струк-
туре кубического перовскита, характеризуемой 
пространственной группой Pm-3m, правил си-
стематического погасания не существует и на-
блюдаются все рефлексы. Таким образом, для 
изучения фононов магнониобата свинца вбли-
зи центра зоны Бриллюэна наиболее удобными 
оказываются зоны, в которых нет отражения от 
подложки, такие как (0 −1 3) и (0 0 3). Тем не 
менее, в данной работе был также исследован 
неупругий отклик в зоне (0 0 2), в которой при-
сутствует брэгговское рассеяние от подложки и 
неупругое рассеяние на акустических фононах 
MgO. Направление [1 0 0] совпадало с направ-
лением нормали к поверхности пленки. Соот-
ветственно, для всех исследованных зон ком-
понента вектора рассеяния в направлении 
вдоль нормали к поверхности равнялась нулю, 
регистрировалась передача импульса в направ-
лениях, параллельных поверхности пленки.

На рис. 2 приведены спектры неупругого 
рассеяния, снятые вблизи узла обратной ре-
шетки (0 −1 3) при Q = (0; −0,85; 3) в интервале 
температур 250 K < T < 800 K. На спектрах при-
сутствуют вклады от рассеяния на поперечных 
акустических фононах и сильный центральный 
пик. Как и в массивных релаксорах, энергети-
ческая ширина квазиупругого пика полностью 

определяется энергетическим разрешением 
прибора. Для описания спектров неупругого 
рассеяния применялось выражение
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где Scp – структурный фактор для квазиупругого 
диффузного рассеяния; Si, Ei

0 и γi – неупругий 
структурный фактор, энергетическое положе-
ние и величина затухания для i-ой фононной 
моды.

В данном выражении присутствуют члены, 
соответствующие рассеянию как с рождением 
фононов i-ой моды, так и с их уничтожением. 
Величина γres соответствует энергетическому 
разрешению спектрометра, ее включение в вы-
ражение (1) позволяет при оптимизации пара-
метров модели получать значения затуханий 

Рис. 2. Температурная эволюция спектров НРРИ в 

пленке PbMg1/3Nb2/3O3, соответствующих вектору 

рассеяния Q = (0, −0,85, 3). Температура образца, K: 

350(а), 600(б), 650(в), 700(г), 800(д)

а)

б)

в)

г)

д)
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фононов, скорректированные с учетом параме-
тров экспериментального разрешения, опреде-
ленных независимо. Для описания формы ли-
нии отдельных фононов использована функция 
Лоренца f(E, E0, γ), определяемая выражением

 0
0 2 2

1
( , , ) .

( )
f E E

E E

γ
γ = ⋅

π − + γ
  (2)

С точностью до погрешности определения 
параметров энергетическое положение E0

TA, ве-
личина затухания γTA и неупругий структурный 
фактор SFTA поперечного акустического фонона 
не зависят от температуры при данном значении 
вектора рассеяния Q = (0; −0,85; 3). В то же время 
интенсивность центрального пика растет с по-
нижением температуры (рис. 3). При уменьше-
нии температуры от T = 650 K, соответствующей 
температуре Бёрнса для массивных релаксоров, 
до T = 350 K интенсивность центрального пика, 
пропорциональная квадрату структурного фак-
тора, увеличивается на 46 %. Это существенно 
отличается от ситуации в массиве, где выше тем-
пературы Бёрнса центральный пик пропадает 
[15]. В пленках же наблюдается сильное квази-
упругое рассеяние при температурах, превы-
шающих T = 650 K. Природа этого эффекта на 
данный момент не ясна. Вполне вероятно, что 
наличие центрального пика при температурах 
выше температуры Бёрнса обусловлено присут-
ствием скоррелированных ионных смещений в 
пленках при столь высоких температурах, хотя 
возможно и альтернативное объяснение, в со-
ответствии с которым квазиупругое рассеяние 
при T > 650 K вызвано зеркальным отражением 
пучка рентгеновского излучения и является, та-
ким образом, экспериментальным артефактом.

При отдалении от центра зоны Бриллюэ-
на на величину q = 0,25 a* (рис. 4) величина 
затухания ТА-фононов перестает быть тем-
пературно-независимой, наблюдается суще-
ственное уширение фононных резонансов при 
охлаждении образца от значения γTA = 0,4 мэВ 
при T = 800 K до γTA = 1,1 мэВ при T = 650 K 
(рис. 5). Аналогичный эффект присутствует в 
массивных релаксорах. В интервале температур 
Tf < T < Td наблюдается увеличение затухания 
ТА-фононов в 1,5 раза [16], что интерпретирует-
ся рядом авторов [16, 17] как следствие наличия 
в данном температурном диапазоне полярных 
нанообластей, которые за счет присутствия в 
соответствующих ионных смещениях сдвиго-
вой компоненты [18] сильно взаимодействуют 
с ТА-фононами [19].

В зонах Бриллюэна (0 −1 3) и (0 0 3) рассе-
яние на поперечной оптической моде наблю-
дается, но его интенсивность сравнима с ха-

Рис. 3. Температурные зависимости структурного 

фактора для центрального пика (1) и TA-фононов 

(2) в точке настройки спектрометра Q = (0, −0,85, 3)

Рис. 4. Спектры НРРИ в пленке PbMg1/3Nb2/3O3, соот-

ветствующие вектору рассеяния Q = (0, −0,75, 3), при 

температурах T = 650 K (а) и 800 K (б)

Рис. 5. Энергетическая ширина ТА-фонона в 

зоне (3 0 0) при q = (0, 0,25, 0)

а)

б)

1,2

T, К
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0,4

0
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рактерной величиной погрешности измерений. 
Интенсивность рассеяния на ТО-моде в пленке 
PMN достаточно высока для количественного 
анализа в зоне (0 0 2).

Данная зона Бриллюэна в PMN сильно пе-
рекрывается в обратном пространстве с зоной 
Бриллюэна (0 0 2), однако положения центров 
зон в пленке и подложке не совпадают. Рас-
стояние между ними в обратном пространстве 
составляет

 PMN MgO2(2 / 2 / ) 0,12d dπ − π = Å–1,

что эквивалентно 0,077 a*PMN. Спектры неупру-
гого рассеяния в точке Q = (0; 0,1; 2), соответ-
ствующие температурам 250, 550 и 800 K при-
ведены на рис. 6. Интенсивность рассеяния на 
ТО-фононах в пленке PMN существенно ниже 
интенсивности рассеяния на ТА-фононах под-
ложки, с одной стороны, из-за малого объема 
пленки, в котором происходит неупругое рас-
сеяние излучения, а с другой – из-за больших 
значений частоты ТО-моды по сравнению с 
ТА-модами в силу соотношения 2( ) 1/I ω ∝ ω . 
Для того, чтобы существенно различные по ин-
тенсивности вклады в неупругий спектр могли 
быть представлены на одном графике, данные 
на рис. 6 приведены в логарифмическом мас-

штабе. Энергетические положения двух ТА- и 
одной ТО-ветви помечены стрелками.

В зоне (0 0 2) была исследована темпера-
турная эволюция параметров всех отмеченных 
на рис. 6 фононных резонансов для значений 
приведенного волнового вектора q = 0,10; 0,15 и 
0,25 в интервале температур 250 K < T < 800 K. 
Каких-либо существенных изменений для энер-
гетических положений и величин затухания ис-
следованных фононов в данном температур-
ном интервале обнаружено не было. На рис. 7 
представлены температурные зависимости 
частот ТА- и ТО-фононов в пленке PMN для 
точки настройки Q = (0; 0,1; 2), а также для ТА-
фононов в подложке в той же точке обратного 
пространства. Видно, что частота ТО-моды 
практически не зависит от температуры. Это 
весьма неожиданный факт, поскольку в массив-
ных релаксорах низкоэнергетическая ТО-мода 
является мягкой и ее частота уменьшается с 
понижением температуры при T > Td [20 – 22]. 
Сходная ситуация наблюдается в пленках сег-
нетоэлектриков и квантовых параэлектриков, 
где частота мягкой моды вблизи критической 
температуры существенно выше, чем соответ-
ствующая частота в массивных образцах, а зави-
симость частоты мягкой моды от температуры 
в пленках становится более слабой [23 – 25]. 

Рис. 6. Спектры НРРИ в пленке PbMg1/3Nb2/3O3, соответствующие вектору 

рассеяния Q = (0; 0,1; 2), при температурах T = 250 K (а), 550 K (б) и 800 K (в)

а)

б)

в)

I, о.е.
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Если исходить из того, что низкоэнергетиче-
ская мода в PMN не является мягкой, то следует 
предположить, что формирование полярных 
нанообластей в тонких пленках происходит в 
результате механизмов, отличных от механиз-
ма конденсации поперечной ТО1-моды. Так-
же возможно, что как и в массивных образцах 
[21, 22], в тонких пленках присутствует допол-
нительное ТО-возбуждение, определяющее 
диэлектрический спектр тонких пленок; кон-
денсация такого возбуждения приводит к фор-
мированию устойчивых полярных корреляций 
при низких температурах. На экспериментах по 
НРРИ в пленках указанного возбуждения не 
было обнаружено, возможно, вследствие мало-
сти соответствующего неупругого структурного 
фактора в исследованных зонах.

На основании анализа спектров, получен-
ных в зоне (2 0 0) при значениях q = 0,10; 0,15; 
0,20 определены дисперсионные зависимости 
для ТА- и ТО-фононов в пленке и ТА-фонона в 
подложке (рис. 8). Для спектров неупругого рас-
сеяния, снятых при q < 0,1, ввиду неидеальности 
экспериментального разрешения по импульсу 
и энергии присутствует сильный вклад от брэг-
говского рассеяния, интенсивность которого су-
щественно выше интенсивности рассеяния на 
фононах. Вследствие этого частоты фононов не 
были определены для малых значений. При по-
строении дисперсионных кривых в области ма-
лых значений приведенного волнового вектора 
использовалась экстраполяция эксперименталь-
ных зависимостей при помощи соотношений

 
2

TA

2 2 2
TO 0

sin( ) sin ( );

( ) .

A q B q

q D q

ω = π + π

ω = ω +
  (3)

Результаты аппроксимации при помощи со-
отношений (3) представлены на рис. 8 в виде 
сплошных линий. Там же для сравнения пред-
ставлены дисперсионные зависимости в мас-
сивном магнониобате свинца при температуре 
T = 550 K [20]. Видно, что наряду с весьма суще-
ственным различием между дисперсионными 
зависимостями, для ТО-фонона в пленке и в 
массивном PMN имеется заметное различие в 
дисперсии для акустических фононов. Частота 
ТА-фонона в пленке оказывается ниже, чем в 
массиве.

В данной работе исследованы пленки тол-
щиной 120 нм, что не является пределом, судя 
по получаемой на эксперименте интенсивности 
рассеяния на фононах в пленке. В отношении 
интенсивности рассеяния толщина пленки, как 
ожидается, может быть уменьшена в несколько 
раз; при этом сохраняется возможность опре-
деления параметров фононных резонансов на 
основе полученных спектров с приемлемой 
точностью для широкого круга задач. Возмож-
ное ограничение по толщине пленки связано с 
тем, что высокоэнергетическое рентгеновское 
излучение, необходимое для получения раз-
решения по энергии порядка 1 мэВ, характе-
ризуется большой глубиной проникновения в 
образец. При малой толщине пленки, несмотря 
на то, что интенсивность рассеяния на фононах 

Рис. 8. Дисперсионные кривые для фононов в 

пленке толщиной 120 нм (1, 2) и в массивном об-

разце (3, 4) PMN. Приведены  поперечные акусти-

ческие (1, 3) и оптические (2, 4) моды

Рис. 7. Температурные зависимости частот ТА-(1) и 

ТО-(2) фононов в пленке PMN, а также ТА-фонона 

в подложке MgO (3), соответствующие вектору рас-

сеяния Q = (0; 0,1; 2), выраженному в долях ячейки 

обратной решетки магнониобата свинца

ħω, мэВ
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в пленке будет достаточно высокой, будет при-
сутствовать вклад от рассеяния на подложке, 
существенно превышающий данную интенсив-
ность, на фоне которого вклад от рассеяния на 
пленке будет трудно различим. Для преодоле-
ния связанных с этим ограничений необходим 
выбор материала подложки, для которого в ин-
тересующем диапазоне значений переданной 
энергии и импульса сечение рассеяния является 
малым.

Таким образом, проведенное в данной ра-
боте исследование тонких пленок магнонио-
бата свинца показало, что микроскопические 
особенности структуры и динамики решетки 
в данных объектах во многом сходны с соот-
ветствующими особенностями в массивных 
релаксорах, в частности – присутствует тем-
пературно-зависимое квазиупругое рассеяние, 
интенсивность которого демонстрирует силь-
ный рост при понижении температуры. Такое 
поведение может свидетельствовать в пользу 

возможности формирования полярных нано-
областей в пленках PMN толщиной, сравнимой 
по порядку величины с размерами полярных 
нанообластей. Параметры же фононного спек-
тра в тонких пленках оказываются существенно 
другими: поперечная ТО-мода, в отличие от 
массивных образцов, не является сильно зату-
хающей, а ее частота практически не зависит от 
температуры. Сходные эффекты наблюдались 
в тонких пленках простых сегнетоэлектриче-
ских перовскитов, но эти явления в них не так 
сильно выражены, как в пленках магнониобата 
свинца. На основании полученных результатов 
можно предположить, что в тонких пленках 
релаксоров формирование полярных наноо-
бластей обусловлено механизмами, отличными 
от конденсации поперечной оптической моды. 
В частности, можно предположить, что анало-
гично массивным релаксорам ключевую роль в 
образовании полярных нанообластей в пленках 
играет дополнительное низкоэнергетическое 
возбуждение.
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Проводимые в течение последних десятиле-
тий интенсивные исследования нитрида галлия 
GaN позволили существенно продвинуться как 
в понимании фундаментальных свойств данного 
материала, так и в очень широком диапазоне его 
возможного практического использования. Это 
касается как процессов выращивания, так и спо-
собов модификации свойств при создании тех или 
иных приборов. Однако комплексный состав GaN 
и высокая степень ионности химических связей 
обуславливает сложность процессов, происходя-
щих как при его получении, так и при обработке. 

УДК 539.21

П.А. Карасёв, А.И. Титов, М.В. Улла, 

Ф. Джурабекова, А. Куронен, К. Нордлунд

МОЛЕКУЛЯРНО-ДИНАМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 
ДЕФЕКТОВ ПРИ ОБЛУЧЕНИИ 

GaN АТОМАРНЫМИ И МОЛЕКУЛЯРНЫМИ ИОНАМИ

Ионная имплантация является важнейшей 
составляющей полупроводниковой технологии, 
поскольку она используется для контролиру-
емого введения атомов примеси. Однако об-
лучение кристаллических веществ ускоренны-
ми ионами всегда приводит к формированию 
структурных нарушений, которые в свою оче-
редь также изменяют свойства материала. Об-
разующиеся в результате ионного воздействия 
дефекты структуры чаще всего нежелательны, 
поскольку снижают электропроводность, вво-
дят уровни рекомбинации и т. п. В то же время 
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последнее может играть и положительную роль, 
так как модификация материала через введение 
радиационных дефектов может приводить к су-
щественному росту скорости работы электрон-
ных и оптоэлектронных полупроводниковых 
приборов [1, 2]. Таким образом, бомбардировка 
ускоренными ионами позволяет не только ле-
гировать, но и решать задачи инженерии де-
фектов путем варьирования массы и энергии 
ионов. Дополнительным инструментом на этом 
пути является использование молекулярных 
и кластерных ионов, поскольку в этом случае 
большую роль должны играть коллективные 
нелинейные эффекты.

Интенсивные исследования ионного по-
вреждения поверхностных слоев GaN начались 
в 90-е годы, когда были разработаны техноло-
гии получения образцов достаточно высокого 
качества. К настоящему времени накоплен уже 
сравнительно обширный экспериментальный 
материал (см., например, обзор [3]). В част-
ности, оказалось, что в этом случае даже при 
температуре жидкого азота большую роль игра-
ет динамический отжиг, то есть рекомбинация 
дефектов в процессе облучения. Так напри-
мер, вследствие этого явления в GaN не на-
блюдается формирования разупорядоченных 
областей при попадании одного иона (даже при 
самых плотных каскадах смещений), то есть он 
обладает высокой радиационной стойкостью. 
Что же касается закономерностей образова-
ния дефектов кристаллической структуры при 
имплантации в нитрид галлия молекулярных и 
кластерных ионов, то полученные нами ранее 
данные [4, 5] свидетельствуют о проявлении 
сверхлинейности дефектообразования вблизи 
поверхности, где вероятно перекрытие инди-
видуальных каскадов смещений, создаваемых 
компонентами молекулы. Кроме того, в работе 
[5] показано, что при большой плотности ка-
скада смещений, созданного атомарным ионом, 
формирование стабильных дефектов также не-
линейно растет. Однако несмотря на довольно 
интенсивные исследования дефектообразова-
ния в нитриде галлия, происходящие процессы 
во многом еще не поняты.

Настоящая работа посвящена численному 
моделированию взаимодействия атомарных 
(F, P, Ag) и молекулярных (PF2, PF4) ионов с 
нитридом галлия методом молекулярной ди-
намики.

Методика расчетов

Для моделирования решетки мишени взаи-
модействие между атомами галлия и азота опи-
сывались предложенным в работе [6] многоча-
стичным Терсофф-потенциалом. Связи атомов 
в молекулах PF2 и PF4 моделировались при по-
мощи потенциала Леннарда–Джонса 

 12 6( )  4 [( ) – ( ) ].V r r r= ε σ σ

Параметры подбирались таким образом, 
чтобы корректно описать длины, энергии и углы 
связей между атомами. В соответствии с дан-
ными работ [7 – 9], энергии диссоциации ε со-
ставляли 4,60 и 1,66 эВ, а длины связей σ – 1,408 
и 2,131 Å для взаимодействия между атомами 
P – F и F – F соответственно. Универсальный 
потенциал Зиглера–Бирзака–Литтмарка [10] 
гладко сшивался с каждым из них для описания 
взаимодействия частиц с большими энергия-
ми. Электронные потери рассчитывались кодом 
SRIM [10] (версия 2008.04) и учитывались как 
сила трения для частиц с энергией выше 1 эВ.

Расчеты проводились разработанным ранее 
кодом PARCAS с адаптивным шагом по време-
ни [11, 12]. Перед началом облучения созданная 
расчетная ячейка нитрида галлия со структурой 
вюрцита размерами 111×110×109 Å(120 000 ато-
мов) выдерживалась при 300 K. Ионы направ-
лялись на открытую поверхность (0001) под 
углом 7° к нормали для подавления эффектов 
каналирования. Место падения очередного 
иона выбиралось случайным образом путем 
сдвига ячейки в поперечных направлениях. 
На боковых гранях использовались периоди-
ческие граничные условия. Нижние атомы 
ячейки жестко закреплялись, чтобы избежать 
дрейфа. Избыток тепла, принесенный падаю-
щим ионом, удалялся применением контроля 
температуры по Берендсену [13] на периодиче-
ских границах. Контроль давления не осущест-
влялся, поскольку в системе присутствовала 
открытая поверхность. Количество точечных 
дефектов определялось путем сравнения теку-
щего состояния с исходной решеткой по ме-
тодике анализа полиэдров Вороного. Пустые 
полиэдры считались вакансиями, полиэдры с 
двумя и более атомами – междоузлиями, и по-
лиэдры с одним атомом, тип которого не со-
впадает с исходным, – антисайтами [14, 15]. 
Для набора статистики было промоделировано 
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20 независимых событий падения каждого из 
рассматриваемых ионов. После каждого собы-
тия образец возвращался в исходное состояние, 
выполнялся поперечный сдвиг, и начиналось 
моделирование следующего события. Энергии 
всех падающих ионов составляли 50 эВ/а.е.м. 
(0,95; 1,55; 5,35; 3,45 и 5,35 кэВ для ионов F, P, 
Ag, PF2 и PF4 соответственно). 

Результаты и обсуждение

Зависимости среднего количества вакансий 
в мишени от времени для всех рассмотренных 
ионов представлены на рис. 1,а. Ход кривых 
для междоузельных атомов и дефектов замеще-
ния практически повторяет уже приведенные 
и имеет все те же особенности, поэтому они не 
представлены. Видно, что с ростом массы иона 
увеличивается и максимальное количество де-
фектов, возникающих в ходе взаимодействия. 
После остывания каскада полное количество 
вакансий, созданных ионами серебра или PF4 
уменьшается примерно в 10 раз, а для более лег-
ких ионов  – приблизительно в 5 – 7 раз. Это 
значение доли рекомбинации меньше, чем на-

блюдалось ранее в расчетах для металлических 
мишеней (около 50) [16], но больше, чем получе-
но для кремния, в котором она составляет око-
ло 2 – 3 [14]. Из экспериментов известно (см., 
например, [16] и ссылки в ней), что металлы 
обладают высокой радиационной стойкостью и 
их невозможно перевести ионным облучением 
в аморфное состояние ввиду сильного динами-
ческого отжига генерируемых ионами точечных 
дефектов. В кремнии, наоборот, динамический 
отжиг довольно слаб, поэтому он легко амор-
физуется [17]. В нитриде галлия по имеющимся 
экспериментальным данным [3] динамический 
отжиг проявляется сильнее, чем в кремнии, но 
слабее, чем в металлах. Таким образом, этот 
результат нашего моделирования находится в 
соответствии с экспериментальными данными.

Из экспериментов также известно [4, 5], 
что существенную роль в формировании ради-
ационных нарушений в нитриде галлия играет 
плотность каскадов смещений, формируемых 
падающим ионом. В частности, при превыше-
нии некоторого критического значения этой 
плотности возникает нелинейный рост скоро-
сти дефектообразования по сравнению с вели-
чинами, следующими из приближения парных 
столкновений. Полученные нами расчетные 
данные тоже показывают нелинейный рост ге-
нерации точечных дефектов. На рис. 1,б, в пред-
ставлены зависимости числа сгенерированных 
вакансий от времени для молекулярных ионов и 
количества вакансий, полученных из линейных 
комбинаций генерации ионами фтора Nvac(F) и 
фосфора Nvac(P): 

 Nvac(PFn) = Nvac (P) + n · Nvac(F).

Если нелинейности образования первич-
ных дефектов в каскадах нет, то кривые на обо-
их рисунках должны совпадать. Однако видно, 
что для более тяжелой молекулы PF4 генерация 
вакансий приблизительно в три раза выше при 
временах менее 2,5 пс. Для молекулы PF2 она 
лишь ненамного превышает суперпозицию 
генераций компонентов, причем поскольку в 
максимальную величину может давать вклад 
рассмотренный ниже эффект упругих колеба-
ний решетки, можно сказать, что нелинейности 
в этом случае не наблюдается. После момента 
2,5  пс кривые совпадают, что дополнительно 
иллюстрируется данными таблицы, где также 
приведены статистические погрешности рас-

Рис. 1. Кинетика интегральной генерации вакансий 
при бомбардировке GaN различными ионами, а так-
же количество атомов мишени в жидкой фазе при 
ее бомбардировке ионами Ag и PF4 (a). Кинетика 
генерации вакансий для ионов PF2 (б) и PF4 (в) и со-

ответствующие линейные комбинации

а)

б)

в)
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четов. Таким образом, несмотря на обнару-
женный нами для иона PF4 нелинейный рост 
генерации точечных дефектов на начальном 
этапе взаимодействия, вклада в их полное окон-
чательное количество этот эффект не вносит. В 
то же время нелинейность в эволюции каскада 
молекулярного иона должна иметь наиболь-
шее значение вблизи поверхности, где атомы, 
составлявшие молекулу, еще не успели далеко 
«разбежаться». Помимо финального количества 
всех дефектов в таблице приведены средние 
коэффициенты распыления, которые, как это 
следует и из экспериментальных данных [18], 
показывают, что распыление молекулярными 
ионами более эффективно по сравнению с сум-
марным воздействием ее компонентов. 

Рис. 1,a также показывает, что для тяжелых 
ионов Ag и PF4 наблюдается появление еще 
одной особенности – дополнительного мак-
симума примерно через 2  пс после падения 
иона на мишень. Моделирование нескольких 
событий на ячейках с утроенными линейны-
ми размерами показало, что этот максимум 
не является расчетным артефактом, вызван-
ным размерными эффектами и/или жестко за-
фиксированной нижней границей. Еще одной 
причиной подобного поведения может быть 
обратный переход потенциальной энергии, 
накопленной атомами решетки, в кинетиче-
скую, что будет сопровождаться ростом числа 
смещенных атомов. Однако поскольку тем-
пература системы монотонно убывает в ходе 
всего взаимодействия, этот эффект в наших 
расчетах также не играет роли. Визуальная 
проверка динамики структуры позволяет пред-
положить, что появление второго максимума 
вызвано локальными упругими колебаниями 

решетки. Последние приводят к выходу части 
атомов в изгибающихся как целое цепочках из 
исходных полиэдров. Этот эффект может также 
давать вклад и в величину первого максимума, 
приводя к завышению количеств дефектов и 
коэффициентов рекомбинации. В то же время 
для более легкого иона PF2 видимая амплитуда 
колебаний чрезвычайно мала, а для атомарных 
ионов фтора и фосфора колебаний вообще не 
видно. Максимальные концентрации дефек-
тов для легких атомарных ионов достигаются 
быстрее, чем для тяжелого иона серебра, и тем 
более для молекулярного иона PF4. Причем мо-
мент максимальной концентрации вакансий 
для легких ионов (около 0,18 пс) практически 
совпадает с моментом образования наиболь-
шего количества атомов в жидкой фазе для 
тяжелых ионов (см. рис. 1,a). Представляет-
ся разумным предположить, что именно этот 
момент и следует рассматривать как наиболее 
подходящий для сравнения результатов наших 
расчетов с данными, получаемыми в рамках 
модели бинарных взаимодействий, например 
кодом TRIM.

На рис.  2 символами представлены полу-
ченные нами распределения вакансий по глу-
бине нитрида галлия для различных ионов в 
моменты 0,18 и 20 пс, то есть при максимальном 
развитии каскада смещений и после его полно-
го остывания. Кроме того, там же приведены 
соответствующие кривые, полученные кодом 
TRIM (версия TRIM 2003.26) с пороговой энер-
гией смещения 25  эВ для обеих подрешеток. 
Генерация вакансий для молекул в этом слу-
чае определялась как линейная комбинация 
генераций их компонентов. Видно, что во всех 
случаях большую роль играет динамический от-

Результат анализа образования простейших дефектов различными ионами 

(усреднение по 20 независимым событиям) после термализации каскада (20 пс)

Ион Масса, а.е.м. Энергия, кэВ
Финальное количество

вакансий
междоузель- 
ных атомов

антисайт-
дефектов

распыленных 
атомов

F  19 0,95 5±1 5±1 4±1 1

P  31 1,55 9±2 8±1 8±1 1

Ag 107 5,35 37±5 32±3 33±3 2

PF2  69 3,45 14±1 16±1 17±1 4

PF4 107 5,35 29±3 28±2 32±3 7
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жиг внутри каскада, в ходе которого сформиро-
ванные на начальном этапе точечные дефекты 
рекомбинируют. Причем распределения дефек-
тов, оставшихся после термализации каскада, 
сильно сдвинуты к поверхности мишени по 
сравнению с распределением потерь в упру-
гих столкновениях. Поскольку эти оставшиеся 
дефекты будут участвовать в процессах вто-
ричного дефектообразования, распределения 
устойчивых дефектов также будут сдвинуты к 
поверхности по сравнению с первоначальной 
генерацией. Это может быть одной из причин 
наблюдаемого в экспериментах формирования 
аморфного слоя на поверхности нитрида гал-
лия. 

Из рис.  2 нетрудно заметить, что для ио-
нов F, P и даже PF2 распределения вакансий 
в момент 0,18 пс неплохо согласуются с расче-
тами в приближении парных взаимодействий, 

за исключением приповерхностной области 
протяженностью примерно до 10 Å, где нами 
получены чуть более высокие значения. В то 
же время концентрации дефектов, создаваемых 
тяжелым атомарным ионом серебра, по нашим 
данным существенно (приблизительно в 2 раза) 
выше, чем следует из TRIM, вплоть до глубин  
около 25 Å. То есть для этого иона обнаружен 
нелинейный (по сравнению с приближением 
бинарных столкновений) рост генерации. Еще 
более ярко обнаруженный эффект иллюстри-
руется распределением вакансий для молекулы 
PF4, имеющей такую же массу и энергию, что и 
ион Ag. До глубин ~20 Å мы видим почти вдвое 
более высокие количества вакансий, а на боль-
ших глубинах кривые практически совпадают, 
причем «выключение» режима нелинейности 
происходит скачком, в очень малом диапазо-
не глубин. Отметим существенную разницу в 
распределениях дефектов, остающихся после 
попадания в GaN ионов PF4 и Ag. Из рис.  2 
видно, что атомарный ион создает протяжен-
ное в глубь мишени распределение, в то время 
как для молекулярного иона генерация велика 
вблизи поверхности и мала на глубине. Этот 
факт объясняется тем, что молекула диссоции-
рует вблизи поверхности, после чего количество 
как мгновенных, так и остаточных дефектов 
резко снижается. То есть нами обнаружено про-
явление молекулярного эффекта.

Рис.  3 дополнительно иллюстрирует осо-
бенности генерации дефектов молекулярными 
ионами. На нем приведены распределения по 

        Рис. 3. Распределения вакансий, созданных мо-
лекулярными ионами PF2 и PF4, по глубине в момент 
0,18  пс и соответствующие линейные комбинации 

P + 2F и  P + 4F

  Рис. 2. Распределения по глубине вакансий, создан-
ных различными ионами, в момент максимального 
развития (0,18 пс, закрытые символы) и после пол-
ного остывания каскада (20 пс, открытые символы). 
Сплошными линиями показаны распределения, рассчи-
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глубине генерации для ионов PFn и линейные 
комбинации генераций компонентами мо-
лекул. Подчеркнем, что все данные на рис.  3 
получены именно в ходе МД-расчетов. Вид-
но, что для молекулы PF2 кривые практически 
совпадают, демонстрируя линейный характер 
взаимодействия, а для молекулы PF4 наблю-
дается образование повышенного количества 
дефектов от поверхности мишени до ~  20  Å. 
Единственной причиной наблюдаемых явле-
ний могут быть коллективные процессы, кото-
рые возникают вследствие пространственной 
близости смещений, производимых атомами, 
входившими в молекулу. Анализ процесса «раз-
бегания» атомов-компонентов молекулярных 
ионов показывает, что расстояние между ними в 
среднем растет примерно до 15 Å за время про-
никновения центра масс молекулы на такое же 
расстояние. По нашим оценкам, это происхо-
дит за время около 0,02 пс, после чего в пределах 
проникновения, по-видимому, и начинается 
развитие перекрывающихся индивидуальных 
каскадов. В этой же области и наблюдается (по 
нашим расчетам) отклонение от линейности 
для молекулы PF4, то есть для нее проявляется 
молекулярный эффект.

Таким образом, при облучении тяжелыми 
ионами Ag и PF4 в момент, когда концентра-
ция точечных дефектов в нитриде галлия ста-
новится максимальной, проявляется эффект 
увеличения их количества. Для иона PF2 по-
добной нелинейности не выявлено. Сильная 
внутрикаскадная рекомбинация приводит к 
исчезновению повышенных концентраций 
точечных дефектов за времена порядка 4 пс. 
В результате остаточное количество дефектов 
после попадания молекулярного иона равно 
сумме дефектов, созданных при независимом 
падении его компонентов. Однако следую-
щий молекулярный ион попадет в более силь-

но нарушенную мишень. Поэтому с ростом 
флюенса молекулярных ионов (1 атом в на-
ших расчетах соответствует флюенсу порядка 
1012 см –2) как генерация точечных дефектов, 
так и формирование устойчивых поврежде-
ний может происходить более эффективно по 
сравнению с облучением атомарными ионами. 
Этот вопрос будет рассмотрен в отдельной 
публикации.

Итак, в работе методом молекулярной дина-
мики исследовано взаимодействие атомарных 
и молекулярных ионов с нитридом галлия. По-
казано, что для молекулярного иона PF4, равно 
как и для тяжелого атомарного иона Ag, в на-
чале взаимодействия проявляется усиленная 
генерация простейших точечных дефектов по 
сравнению с уровнем, предсказанным прибли-
жением парных взаимодействий. Это связано с 
нелинейными процессами в каскадах смеще-
ний. Для иона PF2 и легких атомарных ионов 
F и P подобной нелинейности не выявлено. 
Облучение молекулами PF4 также приводит к 
образованию повышенного количества дефек-
тов в приповерхностной области мишени до 
~ 20 Å по сравнению с линейной комбинацией 
генераций отдельными ионами фтора и фос-
фора. Сильная внутрикаскадная рекомбинация 
вызывает исчезновение избыточных концен-
траций за времена порядка 4 пс. Распределения 
остаточных концентраций точечных дефектов 
довольно существенно сдвинуты к поверхно-
сти мишени, что может приводить к хорошо 
известному из экспериментов эффекту роста 
в этой области аморфных слоев.  

Работа выполнена в рамках совместного проекта 
ENIGAZ, поддержанного РФФИ и Академией Финлян-
дии (грант 10-08-91751-АФ_а). Авторы также благодарят 
Центр научных вычислений в г. Эспоо (Финляндия) за 
предоставленное компьютерное время.
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Ионная имплантация широко используется 
в современной технологии, в частности, при 
производстве электронных устройств на основе 
нитрида галлия [1, 2]. Однако для успешного 
применения ионной имплантации необходимо 
понимание процессов формирования и транс-
формации дефектов при внедрении ионов в 
полупроводниковую матрицу, поскольку обра-
зование устойчивых радиационных нарушений 

всегда сопровождает внедрение ускоренных 
ионов в полупроводники. Помимо дефектов, 
образующихся внутри кристалла, ионное об-
лучение может также вызывать изменение то-
пографии поверхности, которое тесно связано 
с трансформацией свойств материала в при-
поверхностных слоях. Так, в случае бомбарди-
ровки ионами нитрида галлия GaN внедрение 
ускоренных ионов сопровождается декомпози-
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цией материала и образованием в аморфизо-
ванных слоях наноразмерных пузырей, которые 
наполнены газообразным азотом при высоком 
давлении. Это драматически влияет как на сред-
нюю плотность материала, так и на топографию 
его поверхности [2 – 5], вызывая увеличение 
шероховатости и распухание образца. 

Бомбардировка ионами в условиях повы-
шенных плотностей каскадов смещений (стол-
кновений) увеличивает эффективность нако-
пления структурных нарушений [6, 7]. Подобные 
каскадные эффекты могут быть исследованы, 
в частности, при облучении кластерными ио-
нами. Действительно, каскады столкновений, 
создаваемые компонентами кластерного иона, 
перекрываясь в приповерхностном слое, обра-
зуют объединенный каскад с большей плотно-
стью атомных смещений, чем в случае облучения 
атомными ионами. Так, облучение нитрида гал-
лия молекулярными ионами Bi2 [8] и ионами PF4 
[9] приводит к значительному увеличению уров-
ня разупорядочения в приповерхностном слое, 
по сравнению с бомбардировкой атомарными 
ионами, что связано с увеличением плотности 
каскадов смещений в этом слое за счет форми-
рования нелинейных энергетических пиков [9]. 
В этом случае говорят о молекулярном эффекте 
в накоплении радиационных нарушений.

Поскольку имплантация молекулярных 
ионов приводит к ускоренному образованию 
аморфных слоев у поверхности (где и форми-
руются нанополости), нелинейные эффекты, 
сопровождающие перекрытие каскадов стол-
кновений компонентов кластерного иона, 
должны в этом случае сильно проявляться на 
поверхностном рельефе. Кроме того, усиленное 
образование газовых пузырьков в аморфной 
фазе нитрида галлия должно вызывать распуха-
ние (свеллинг) материала, поэтому изменение 
толщины слоев, подвергнутых воздействию 
данных ионов, также являлось предметом рас-
сматриваемых ниже экспериментов. 

Описанные эффекты и являлись предметом 
настоящей работы. В ней мы исследовали раз-
витие топографии поверхности нитрида галлия 
при облучении атомарными ионами F, P и не-
большими кластерными ионами PF2 и PF4. 

Экспериментальная часть

Эпитаксиальные пленки (0001) нитрида 
галлия со структурой вюрцита, выращенные 

в ФТИ им. А.Ф. Иоффе (Санкт-Петербург) 
методом осаждения из газовой фазы с исполь-
зованием металлорганических соединений на 
подложке из сапфира, облучались при ком-
натной температуре ионами F, P, PF2 и PF4 с 
энергией 1,3 кэВ/а.е.м. в широком диапазоне 
доз. Имплантация проводилась под углом 7° по 
отношению к направлению [0001] для подавле-
ния эффекта каналирования. Как подробно 
описано в работе [10], эффекты радиационного 
повреждения, связанные с плотностью каскадов 
смещений при облучении кластерными ионами, 
должны исследоваться, когда следующие пара-
метры бомбардировки остаются постоянными: 
энергия ионов, нормированная на атомную еди-
ницу массы, доза ионов, нормированная на чис-
ло смещений на атом (DPA – Displacement Per 
Atom); поток ионов, нормированный на DPA/c 
(корректные условия облучения). 

Значения DPA рассчитывались как полная 
концентрация вакансий решетки при данной 
дозе, созданных при бомбардировке ионами 
на глубине максимума упругих потерь энергии 
иона (gv), отнесенная к атомной концентра-
ции нитрида галлия (8,85·1022  ат/см3). Таким 
образом, DPA есть среднее число смещений 
каждого атома в области максимума упругих по-
терь энергии за все время облучения. Дозы DPA 
были получены с помощью программы TRIM 
(версия SRIM-2003.26) [11], с использованием 
пороговой энергии атомных смещений 25 эВ 
для подрешеток галлия и азота. 

Для всех использованных в этой работе ионов 
корректные условия облучения были выполнены. 
Поток для всех ионов составлял 3,6·10−3 DPA/c. 
При расчетах концентрации вакансий (gv), соз-
даваемых кластерными иономи PFn, мы исполь-
зовали линейную аппроксимацию:

 gv (PFn) = gv (P) + ngv (F).

Топография поверхности исследовалась на 
атомно-силовом микроскопе (АСМ) фирмы Pa-
cifi c Nanotechnology в тэппинг-моде. Для опре-
деления изменения толщины облученного слоя 
мы измеряли высоту ступеньки между облучен-
ной и необлученной областями поверхности. 
Последние были созданы путем маскирования 
поверхности нитрида галлия кремниевой пла-
стиной, которая находилась в тесном механи-
ческом контакте с поверхностью образца во 
время имплантации. Измерение топографии 
поверхности проводилось на областях поверх-
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ности размером 1 × 1 мкм, находящихся вдали 
от границы облученная – необлученная части, 
чтобы избежать возможного влияния эффекта 
распыления маски [12].

Результаты

Шероховатость поверхности. На рис. 1 пред-
ставлены АСМ-изображения поверхности ни-
трида галлия, облученного ионами F, P, PF2 и 
PF4 дозой 30 DPA. Реальные дозы (в единицах 
1016  см−2), соответствующие дозе 30 DPA, со-
ставляли 3,2; 1,5; 0,69 и 0,45 для ионов F, P, PF2 
и PF4 соответственно. Заметим, что поверхность 

исходных образцов была относительно гладкой, 
с уступами высотой менее 0,6 нм и среднеква-
дратичной шероховатостью примерно 0,2 нм. 
Плотность дислокаций составляла порядка 
108 см−2. Видно, что в результате ионной бомбар-
дировки формируется нанорельеф, при этом из-
менения в топографии поверхности зависят от 
типа иона: чем он тяжелее, тем большие особен-
ности рельефа формируются на поверхности.

Этот эффект представлен нагляднее на 
рис. 2, а, где показана зависимость среднеква-
дратичной шероховатости поверхности от дозы. 
Шероховатость поверхности нитрида галлия 

Рис. 1. АСМ-изображения поверхности GaN после облучения при комнатной температуре ионами F, P, PF2 и PF4 

с энергией 1,3 кэВ/а.е.м. до дозы 30 DPA. 
Размер изображений 0,8 × 0,8 мкм. Полная высота равна 4 нм для левого верхнего изображения и 40 нм для остальных. 

На вставке: скан поверхности исходного образца
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увеличивается как с увеличением дозы ионного 
облучения, так и с ростом массы ионов. При 
этом, например, шероховатость образцов, об-
лученных ионами PF4 с дозой 30 DPA, более 
чем на порядок превышает соответствующую 
величину для образцов, облученных той же 
дозой ионов F. Из рис. 2,а также следует, что 
развитие шероховатости начинается с порого-
вой дозы порядка 15 DPA, что не противоречит 
предыдущим сообщениям [2 – 4]. 

Изменение толщины облученных слоев. 
На рис.  3 представлены трехмерные АСМ-
изображения границ между исходными и облу-
ченными областями образцов нитрида галлия, 
имплантированных при комнатной температу-
ре ионами P и PF4. Видно, что наряду с увели-
чением шероховатости ионная бомбардировка 
вызывает также формирование ступеньки меж-
ду облученными и необлученными участками. 
При этом имплантация ионов P ведет к свел-
лингу облучаемой области, что соответствует 
предыдущим работам [2 – 5]. Облучение иона-
ми PF4 вызывает, наоборот, уменьшение тол-
щины модифицируемого ионами слоя. Подоб-

ное уменьшение толщины облученной области 
недавно было обнаружено при бомбардировке 
нитрида галлия высокими дозами (3·1016 см−2) 
атомарных ионов золота с энергией 500 кэВ при 
комнатной температуре [4]. 

Изменение толщины модифицируемого ио-
нами слоя начинается с пороговой дозы около 
5 DPA, что значительно меньше пороговой дозы 
15  DPA, необходимой для развития шерохо-
ватости поверхности (см. рис.  2,а). В случае 
бомбардировки ионами PF4 высота ступеньки 
монотонно увеличивается по мере роста дозы. 
При облучении ионами PF2 при небольших до-
зах наблюдается небольшое распухание образ-
ца, а дальнейшее увеличение дозы ионов, как и 
для ионов PF4, вызывает уменьшение толщины 
облученного слоя, хотя абсолютные значения 
высоты ступеньки в этом случае существенно 
ниже. Обращает на себя внимание тот факт, что 
свеллинг нитрида галлия при внедрении ионов 
фтора несколько больше, чем при имплантации 
ионов фосфора с той же дозой при больших 
значениях последней.

Обсуждение результатов

Как было описано выше, условия ионного 
облучения были выбраны таким образом, что-

Рис. 2. Зависимости среднеквадратичной шероховатости 

поверхности нитрида галлия (а) и высоты ступеньки 

между облученной и необлученной областями (б) от дозы 

облучения различными ионами: F (1), P (2), PF2 (3), PF4 

(4), с энергией 1,3 кэВ/а.е.м. при комнатной температуре

а)

б)

а)

б)

Рис. 3. АСМ-изображения границы облученной и не-

облученной областей поверхности GaN. Имплантация 

проводилась при комнатной температуре ионами 

P (a) и ионами PF4 (б) с энергией 1,3 кэВ/а.е.м. до доз 

40 DPA (а) и 30 DPA (б)
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бы профили распределения первичных сме-
щений по глубине, полное их число и скорость 
генерации этих смещений были одинаковыми 
для всех четырех типов ионов (F, P, PF2 и PF4). 
Условия облучения различались только плот-
ностью каскадов столкновений. В предыдущей 
работе [9] нами было показано, что профили 
распределения стабильных дефектов по глу-
бине значительно различаются для этих слу-
чаев. Также нам удалось соотнести расчетные 
значения плотности каскадов столкновений 
с накапливаемым повреждением. В качестве 
примера на рис. 4, а приведены профили рас-
пределения устойчивых дефектов (получены 
из спектров, резерфордовского обратного рас-
сеяния быстрых ионов гелия, представленных 
в работе [9]) для дозы 10 DPA. Поверхностный 
пик дефектов на этих профилях соответствует 
поверхностному аморфному слою, толщина ко-
торого возрастает с ростом дозы (размытие этого 
пика на экспериментальных кривых связано с 
ограниченным разрешением использованного 
метода измерения). Как показали результаты вы-
полненной нами оценки, толщина поверхност-
ного аморфного слоя, например, для ионов P и 
PF4 составляла для случая, представленного на 
рис. 4, а, 6,7 и 12,1 нм соответственно. На рис. 4, б 
показаны распределения плотности смещений 
атомов в каскадах столкновений, выполненные 
в предположении бинарности столкновений по 
методике, подробно изложенной в работе [9]. 
Видно, что в приповерхностном слое толщиной 
около 10 нм плотность каскадов смещений ве-
лика, сильно зависит от типа иона и превыша-
ет (особенно для кластерных ионов) пороговое 
критическое значение концентрации (~ 0,8% для 
GaN), при превышении которого в каскадах сме-
щений имеют место нелинейные процессы при 
генерации первичных дефектов [9].

Из сопоставления рис. 2, а и 4, б следует, что 
при увеличении плотности каскадов смещений 
увеличивается и шероховатость поверхности. 
Последнее связано с ростом скорости увеличе-
ния толщин аморфных слоев при повышении 
плотности смещений в каскаде (см. рис. 4, а). 
Действительно, при бомбардировке ионами 
внутри включений аморфной фазы возникают 
сферические полости, заполненные газообраз-
ным азотом при высоком давлении, который 
возникает в результате декомпозиции нитрида 
галлия [2]. Размер этих полостей может дости-

гать десятков нанометров. В поврежденных, но 
еще не аморфизованных областях GaN также 
могут возникать поры, но их размеры не пре-
вышают нескольких нанометров [5].

Как следует из данных рис.  4,а, аморф-
ная фаза в нитриде галлия в случае облучения 
ускоренными ионами располагается непо-
средственно у поверхности. Естественно, что 
образующиеся в приповерхностных слоях га-
зовые пузырьки должны приводить к форми-
рованию соответствующего нанорельефа на 
поверхности. Чем более плотными являются 
каскады (что имеет место при переходе от более 
легких к более тяжелым атомарным ионам и 
от атомарных к молекулярным), тем раньше и 
эффективнее образуется аморфная фаза и тем 
сильнее идет декомпозиция нитрида галлия, 
то есть генерация газообразного азота, «рас-
пирающего» полости. Очевидно это и вызывает 
явления, иллюстрируемые рис. 2, а. 

Из этой последовательности «выпадает» ре-
зультат для имплантации ионов фтора при боль-
ших дозах (более 30 DPA) – соответствующие 

а)

б)

Рис. 4. а – Профили распределения относительной кон-

центрации дефектов nd в GaN по глубине после имплан-

тации ионов F (1), P (2), PF2 (3), PF4 (4) до дозы 10 DPA; 

реальные дозы, 1015 см–2: 8,5; 5,0; 2,3; 1,5 для ионов F, 

P, PF2, PF4 соответственно; б – расчетное распределение 

плотности каскадов столкновений fср по глубине при 

бомбардировке GaN атомными и кластерными ионами 

с энергией 1,3 кэВ/а.е.м.
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значения шероховатости лежат выше значений 
для P и PF2. Однако этот результат легко объяс-
ним, поскольку в этом случае внутрь мишени вво-
дятся еще и атомы фтора, которые, диффундируя 
к границам нанополостей, добавляют давление 
газа в пузырьках, стимулируя увеличение их раз-
меров. Например, при дозе ионов F 30 DPA усред-
ненная по поперечному сечению концентрация 
имплантированных атомов фтора в максимуме их 
распределения имеет весьма высокое значение – 
около 5·10 21см–3.

Обратимся теперь к результатам по измене-
нию толщины модифицируемого слоя, пока-
занных на рис 2,б. Здесь следует иметь в виду, 
что это изменение есть результат действия двух 
конкурирующих причин. Первая – это свеллинг 
слоя, связанный, как уже говорилось раньше, с 
формированием нанопузырьков внутри аморф-
ных слоев, созданных ионным облучением, в 
результате чего модифицированный слой уве-
личивает свою толщину. Вторая – распыление 
поверхности бомбардирующими ионами, то есть 
уменьшение толщины слоя. 

Из рис. 2, б видно, что процесс распыления 
в случае облучения ионами PF4 преобладает 
над процессом распухания, а для ионов Р имеет 
место обратная ситуация. При бомбардиров-
ке ионами PF2 оба этих процесса практически 
уравновешивают друг друга. 

Возникает резонный вопрос, почему по мере 
увеличения числа атомов в кластере происходит 
увеличение коэффициента распыления. Во-
первых, уже давно известно[6, 7, 13, 14], что при 
переходе в режим формирования нелинейных 
каскадов смещений коэффициент распыления 
существенно возрастает. Во-вторых, коэффици-
ент распыления увеличивается с ростом шерохо-
ватости поверхности [13]. Наконец, чем больше 
декомпозиция материала, тем, очевидно, легче 
его распылить. Все эти факторы усиливаются 
при переходе от ионов фосфора к ионам PF2 и 
далее к PF4. Таким образом, влияние типа иона 

на величину и знак ступеньки в целом физиче-
ски понятен.

Используя данные рис. 2,б, мы оценили ко-
эффициент распыления S для ионов PF4. Он со-
ставил значение около 40 без учета свеллинга и 
примерно 70 с его учетом. При оценке мы пред-
полагали, что вклад свеллинга в итоговую высоту 
ступеньки одинаков для ионов P и PF4. Столь 
высокий коэффициент распыления на самом деле 
не вызывает удивления, поскольку он сравним с 
величиной S ≈ 60 при облучении нитрида галлия 
ионами золота с энергией 500 кэВ при комнатной 
температуре до дозы 3·1016 см−2 [4]. 

Причина «выпадения» из этой последователь-
ности значений величины ступеньки на границе 
облученной и необлученной областей для боль-
ших доз ионов F также физически понятна из 
вышеприведенных рассуждений о природе «ано-
мальной» шероховатости для данного иона при 
больших дозах – это увеличение размеров на-
нопузырьков из-за распирания их газообразным 
фтором и, соответственно, усиление свеллинга.

Таким образом, результаты, представленные 
в данной работе, демонстрируют, что плотность 
каскадов столкновений драматически влияет как 
на толщину облученных слоев нитрида галлия, 
так и на топографию его поверхности. При об-
лучении ионами в условиях невысоких плотно-
стей каскадов смещений в приповерхностной 
области процесс распухания преобладает над 
процессом распыления. Для кластерных ионов 
с большой плотностью каскадов столкновений в 
приповерхностной области процесс распыления 
доминирует. В свою очередь, шероховатость по-
верхности увеличивается при увеличении массы 
иона/размера кластера. Установлен пороговый 
характер развития этих процессов и определены 
пороговые дозы начала развития особенностей 
топографии поверхности и изменения толщины 
модифицируемых слоев. Предложено физиче-
ское объяснение наблюдаемых закономерностей. 
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Современные технологии интенсификации 
добычи нефти существенно повышают кон-
центрацию твердых частиц в добываемой жид-
кости. В настоящее время доля отказов ввиду 
засорения центробежных насосов твердыми 
частицами достигает 40 – 50 %.

Для отделения частиц породы от жидкости 
применяют фильтры, но их срок службы огра-
ничен по причине засорения; более надежны 
гравитационные сепараторы твердых частиц. 
Известны два типа сепараторов: без закрутки 
потока [1] и с закруткой, или иначе – гидро-
циклонного [2] типа (рис. 1).

УДК 622.755

Н.А. Антипина, С.Н. Пещеренко 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ 
ТВЕРДЫХ ЧАСТИЦ В ПОГРУЖНЫХ СЕПАРАТОРАХ 

Однако, проигрывая в надежности, филь-
тры выигрывают в тонкости очистки. Так, в 
промысловых условиях широко используются 
фильтры с тонкостью очистки 100 мкм. Тогда 
как тонкость очистки гравитационных сепара-
торов – 250 мкм, а гидроциклонного типа при 
расходах жидкости до 200 м3/сут – порядка 150 
мкм [3].

Оптимизация конструкции погружных се-
параторов твердых частиц до сих пор ведется 
либо эмпирическими методами с привлечением 
теории подобия [4–6], либо на основе прибли-
женных моделей, лишь качественно описыва-
ющих динамику твердых частиц.

Например, известен подход на основе ре-
шения стохастического уравнения движения 
частиц в гидроциклоне [7]. В уравнение вхо-
дит ряд коэффициентов, которые можно найти 
только опытным путем и которые зависят от 
конструктивных параметров гидроциклона, 
поэтому область применения такого подхода 
ограничена. Тем более, что конструкция по-
верхностных гидроциклонов, для которых на-
коплен опыт решения таких задач, существенно 
отличается от погружных конструкций (кони-
ческий, а не цилиндрический корпус, два, а не 
одно отверстие для выхода рабочей жидкости).

В модели [8] сопротивление движению ча-
стиц определяется по закону Стокса, что спра-
ведливо только для течений с числом Рейноль-
дса меньше единицы.

Изложенные соображения показывают, что 
для успешного проектирования погружных 
сепараторов необходимо построение имита-
ционной математической модели процесса от-
деления твердых частиц от жидкости. Модель 

Рис. 1. Схемы гравитационных сепараторов: 
а – без закрутки потока, б – гидроциклонного типа.
Сплошными стрелками показано движение жидкости, 
пунктирными – твердых частиц; L, D – длина и диаметр 
сепаратора; ∆d – ширина лопасти; g�– ускорение свобод-

ного падения

а) б)
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должна учитывать 3-мерный турбулентный ха-
рактер движения жидкости и ее взаимодействие 
с твердыми частицами.

В качестве параметра оптимизации примем 
коэффициент сепарации при тонкости очистки 
100 мкм, характерной для лучших конструкций 
погружных фильтров. Коэффициент сепарации 
k равен отношению массы песка, отделенной 
сепаратором, к общей массе песка.

Описание модели сепарации твердых частиц

Для описания турбулентного движения 
жидкости нами использовались уравнения Рей-
нольдса и модель турбулентности –k ε . Выбор 
последней является одним из допущений, по-
скольку эмпирические коэффициенты, входя-
щие в модель, были определены для течений 
близкого, но другого типа – в погранслоях [9]. 

Для описания переноса механических при-
месей потоком жидкости был использован под-
ход Лагранжа [10], согласно которому каждая 
частица движется в соответствии с уравнением 
Ньютона. Объемная доля частиц была поряд-
ка 0,3%, поэтому мы считали, что частицы не 
взаимодействуют друг с другом и не влияют на 
течение жидкости. На частицу, двигающуюся в 
потоке жидкости, действуют следующие силы: 

сила сопротивления –

  / 2,xC S= ρc fF w w  

где Cx – коэффициент сопротивления; S – пло-
щадь сечения частицы; = −p fw U U  – разность 
скоростей частицы и жидкости; ρ f  – плотность 
жидкости;

сила тяжести –

 ,pV mρ =pg g

где V, ρp, mp – объем, плотность и масса части-
цы;

сила Архимеда –

 ,fV mρ =f g g

где mf – масса жидкости, вытесненной части-
цей;

сила гидростатического давления жидкости, 
окружающей частицу [11] –

 ,
pm

pd pdV pV p− = − ∇ −∇ = −∇
ρ∫ ∫ ≃Ñ Ñ

p

s

где воспользовались малостью размера части-
цы, по сравнению с характерным масштабом 
неоднородности давления p;

подъемная сила, действующая на частицу 
из-за неоднородности скорости жидкости [12] –

 2 rot ,
rot

sC r
µρ

= π ×F w U
U

p
s f

f

где константа Cs = 0,01 [12];
сила Магнуса, возникающая из-за враще-

ния частицы в жидкости [13] –

 ( )M M
34

;
3

pC r= π ρ ×F w ω

 rot
1

,
2

= Up fω

где коэффициент СМ = 2, если частица враща-
ется жидкостью без проскальзывания; в этом 
случае сила Магнуса принимает максимальное 
значение.

Оценим порядки величин этих сил при сле-
дующих типичных значениях параметров:  

1xC ≃ , 610S −
≃  м2, 310ρ ≃f  кг/м3, 310r −

≃  м, 

10g ≃  м/с2, 910V −
≃  м3, 310−µ ≃  Па·с, 110p −∇ ≃  

Па/м, 1pU ≃  м/с; 0 pw U< < , примем 0,5 pw U≃  
(м/с). Тогда получаем следующие порядки для 
величин сил:

сила сопротивления Fc 
410−≃  Н, сила тяже-

сти 510−≃  Н, сила Архимеда 510−≃  Н, сила ги-
дростатического давления 1010−≃  Н, подъемная 
сила sF ≃  1010−  Н, сила Магнуса 810−≃  Н.

Из приведенных оценок следует, что силами 
Fs, FМ и гидростатического давления можно 
пренебречь.

При написании уравнения движения ча-
стицы мы учитывали «присоединенную массу 
жидкости», т. е. жидкость, увлекаемую движу-
щейся частицей:

 ,f

d
m

dt
κ

w

где κ   – коэффициент, зависящий от формы 
частицы; для шара 0,5κ =  [14]. 

Поскольку

 6 60,5 10 10f

dw
m g

dt

− −κ < ⋅ ≈ Н,
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то пренебрегать им не стали.
Окончательно получаем:

 

34
( )

2 3

1
,

2

p x

f

d
m C S r

dt

d d
m

dt dt

= ρ + π ρ −ρ +

 
+ −  

 

U w w  
g

U U

p
f p f

f p

 (1)

где коэффициент сопротивления Cx зависит от 
формы частицы и w .

Для нахождения коэффициента сопротив-
ления Cx был проведен эксперимент по осе-
данию частиц в восходящем потоке внутри 
круглой трубы на специально спроектирован-
ном стенде. Измеренное значение показано на 
рис. 2 пунктирной линией. Расчет по описан-
ной выше модели при разных значениях Cx дал 
зависимость, изображенную на рис. 2 (линия 1). 
Видно, что совпадение эксперимента и расчета 
достигается при значении Cx = 6.

Задача о движении жидкости и частиц ре-
шалась в пакете ANSYS CFX. В качестве гра-
ничных условий на входе задавался массовый 
расход жидкости Q, на выходе  – статическое 
давление. Распределение твердых частиц по ди-
аметру задавали в соответствии с гистограммой 
(ее значения приведены в табл. 1).

Гистограмма была получена обработкой оп-
тических изображений частиц в стереоскопиче-
ском микроскопе МБС-10 по программе анали-
за изображений «ВидеоТест-Мастер.Структура 
4.0» [15]. Проанализировано несколько полей 
изображений. Увеличение микроскопа мы вы-
бирали таким образом: поскольку ожидаемый 
средний размер частиц – 0,7 мм, то поле ана-
лиза должно быть не менее 7 мм, а для МБС-10 
такому полю соответствует 28-кратное увели-
чение.

Число частиц в расчетах было взято равным 
1000. Сетка имела 15–20 ячеек поперек канала. 
На стенках размер ячеек соответствовал 
y+ = 30 – 60, что приемлемо при использовании 
модели турбулентности –k ε . Коэффициент 
роста ячеек от стенки в объем был взят равным 

1,2. В качестве граничного условия для модели 
–k ε  на входе задавалась степень турбулент-

ности I = u/U, где U – средняя скорость, u – 
турбулентные пульсации скорости. Затем k и ε  
находились из соотношений [9]:

 2 2(3 / 2) ;k I U=  3/2 / ,C k Lµε =

где L  – линейный масштаб турбулентности; 
L = IDh(Dh – гидравлический диаметр); Cµ  – 
константа модели турбулентности –k ε .

Мы полагали, что плотность жидкости ρ f =
=  1000 кг/м3; ее динамическая вязкость η=
= 0,00089 Па·с; плотность частицы ρp = 2500 кг/м3.

Установившееся течение жидкости в гра-
витационном сепараторе находили методом 
установления, для чего решали нестационарное 
уравнение Рейнольдса с фиктивным шагом по 
времени (для ускорения сходимости нестацио-
нарной задачи к стационарному решению [16]).

Шаг по времени t∆  выбирался из соотно-
шения [10]:

 ,
max( , )bc node

h
t

U U
∆ ≤  (2)

где Ubc  – среднее арифметическое скоростей 
на открытых границах; Unode – среднее ариф-
метическое скоростей по всей области, h – ми-
нимальный размер ячейки в расчетной сетке.

Та б л и ц а  1

Распределение частиц песка по размеру

Размер частиц, мм 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2

Массовая доля частиц, % 1,5 3,9 2,0 2,5 7,8 15,6 20,3 17,4 11,1 6,3 4,7 2,6

Рис. 2. Зависимость коэффициента сепа-
рации от коэффициента сопротивления (1) 

и его экспериментальное значение (2)



65

Математическое моделирование физических процессов

Сходимость каждого расчета контролиро-
валась по невязкам массового расхода и ком-
понент скоростей согласно формуле

 
2

51( )
10 ,i i

n

u u
nev

n

−−−
= ≤∑  (3)

где ui – компоненты скорости на i-ой итерации 
по времени, n – количество элементов во всем 
объеме или на открытых границах (в случае 
невязок по массовому расходу). 

Кроме того, дополнительно контролиро-
валась согласованность моментов остановки 
разных расчетов по критерию гладкости по-
верхности целевой функции (т. е. коэффициен-
та сепарации) при варьировании переменных, 
т. е. геометрических размеров сепаратора.

Решение задачи о разделении частиц 
в гравитационном сепараторе без закрутки потока

Расчетная область сепаратора представлена 
на рис. 1,а. Была проведена серия расчетов, в 
которых варьировались внешний диаметр трубы 
D в диапазоне 15  – 40 мм и длина трубы L в 
диапазоне 200 – 1000 мм. Использовались сле-
дующие значения величин: толщина стенки 
трубы δ  = 3 мм, внутренний радиус корпуса 
сепаратора R = 50 мм. Общая длина расчетной 
области равна (L + 1000) мм. Подача жидкости 
равнялась 50 м3/сут.

Шаг по времени, согласно соотношению 
(2), был порядка 0,001 с; число шагов, опре-
деленное по критерию (3), было порядка 500.

Результаты расчетов приведены в табл. 2.
Согласованность моментов остановки рас-

четов дополнительно контролировалась по кри-
терию гладкости зависимости коэффициента 
сепарации k от L и D, для чего аппроксимиро-
вались результаты расчетов гладкой функци-
ей (полиномом) (табл. 3). Из данных таблицы 

видно, что при увеличении степени полинома 
средняя ошибка аппроксимации достигает при-
мерно 1 % и больше не меняется. Это означает, 
что ошибка, вносимая прерыванием расчетов 
по критерию (3), была не более 1%.

Та б л и ц а  3

Зависимость средней ошибки 

аппроксимации от степени полинома для Q=50 м3/сут

Степень полинома Средняя ошибка 

1 21,2
2 9,2
3 2,5
4 0,9
5 0,9

На основании данных табл. 2 получена за-
висимость коэффициента сепарации от варьи-
руемых параметров D и L (рис. 3). Из рисунка 
видно, что при L < 800 мм коэффициент се-
парации не зависит от L, а при L > 800 мм по-
вышается при увеличении длины внутренней 
трубы L. 

При уменьшении D коэффициент сепара-
ции монотонно растет, следовательно, макси-
мальный коэффициент сепарации достигается 
при максимальной длине трубы и минимальном 
диаметре. 

Из технологических соображений (трудоем-
кости изготовления) была выбрана конструк-
ция с параметрами L = 1000 мм и D = 25 мм, а 
также проведены расчеты и экспериментальные 
измерения коэффициента сепарации при по-
дачах от 25 до 50 м3/сут. 

 Рис. 3. Расчетные зависимости коэффици-
ентов сепарации (изолинии, %) от длины и 

диаметра внутренней трубы

Та б л и ц а  2

Зависимость коэффициента сепарации k от диаметра и 

длины внутренней трубы при скорости подачи 50 м3/сут 

 D,
мм 

k, % 
L = 1, 00 м L = 0,75 м L = 0,50 м L = 0,25 м 

18 97 73 67 70
20 73 60 60 57
25 41 37 40 38
30 30 29 30 30
32 27 24 27 25
38 24 23 24 20
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Сопоставление результатов расчетов и ис-
пытаний приведено на рис. 4, откуда видно, что 
получено их совпадение в пределах ±(5 – 7) %.

Погружные гравитационные сепараторы 
должны иметь коэффициент сепарации не ме-
нее 80%, чтобы в наиболее тяжелых по механи-
ческим примесям условиях (в настоящее время 
это 1000 мг/л) давать на выходе не более 200 
мг/л. При такой концентрации твердых частиц 
можно применять оборудование базового ис-
полнения по содержанию механических при-
месей [17 – 19].

Из рис. 4 видно, что при подачах более 
45  – 50 м3/сут величина коэффициента се-
парации становится меньше критического 
значения 80%. Поэтому при больших пода-
чах применение данной конструкции неце-
лесообразно. 

Решение задачи о разделении частиц 
в сепараторе гидроциклонного типа

Расчетная область гравитационного сепа-
ратора гидроциклонного типа схематично при-
ведена на рис. 1,б. Видно, что ее геометрия 
полностью описывается следующими параме-
трами: d∆  – ширина лопасти, L – длина сепа-
ратора, n – число лопастей. 

Расчеты коэффициента сепарации прово-
дились нами при подаче 50 м3/сут, 300 м3/сут и 
следующих значениях варьируемых параме-
тров: 12,  16,  20d∆ =  мм; 500,  750,  1000L =  мм; 

1, 2, 3n = . 
Общая длина расчетной области была равна 

(L + 1000) мм, угол навивки лопасти – 45°.
Шаг по времени, согласно соотношению (2), 

был порядка 0,001 с; число шагов, определенное 
по критерию (3), было порядка 500.

Результаты расчетов зависимости коэффи-
циента сепарации от варьируемых параметров 
приведены в табл. 4.

Согласованность моментов остановки рас-
четов также оценивалась по критерию гладко-
сти зависимости коэффициента сепарации k от 
варьируемых параметров ,  ,  d L n∆ . Было полу-
чено, что ошибка, вносимая прерыванием рас-
четов, была не более 2 %.

Из табл. 4 видно, что при увеличении L ко-
эффициент сепарации k растет. Если анализи-
ровать результаты при L = 1000 мм, то можно 
отметить следующие особенности:

при Q = 50 м3/сут зависимость k( ,d∆  n) моно-
тонно растет при увеличении n и d∆  (рис. 5);

 Рис. 4. Сравнение расчетных (треугольники) и 
экспериментальных (точки) результатов для се-

паратора на малые скорости подачи

Та б л и ц а  4

Зависимость коэффициента сепарации k от длины шнека, 

ширины лопасти и числа лопастей для двух скоростей подачи

L, м 

k, %
∆d = 12 мм ∆d = 16 мм ∆d = 20 мм

n = 1 n = 2 n = 3 n = 1 n = 2 n = 3 n = 1 n = 2 n = 3 

Подача 50 м3 /сут
0,50 45 62 83 35 55 62 26 56 80
0,75 43 52 85 57 79 93 55 83 94
1,00 75 75 99 96 97 99 94 99 98

Подача 300 м3 /сут
0,50 90 93 91 61 95 98 54 80 80
0,75 98 98 97 57 97 97 25 80 65
1,00 95 80 83 94 94 82 87 89 76
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при Q  =  300 м3/сут максимум функции 
k( ,d∆  n) достигается при n = 2, 3, d∆ = 18 мм.

Следовательно, оптимальной будет кон-
струкция со следующими параметрами: d∆ =
= 18, L = 1000, n = 2. 

Однако для промысловых испытаний был 
изготовлен сепаратор с d∆ = 12 мм ввиду тех-
нологических сложностей изготовления шнека 
с более широкой лопастью. Изготовленный се-
паратор был испытан на стенде. Сравнение рас-
четных и экспериментальных данных приведе-
но на рис. 6. Видно, что наблюдается совпадение 
этих данных в пределах (5–7) %; кроме того, 
практически во всей области достигается зна-
чение коэффициента сепарации 80 %. 

Устройство на основе выбранной конструк-
ции гравитационного сепаратора гидроциклон-
ного типа было испытано в эксплуатационных 
условиях в ОАО «Газпромнефть – Ноябрьскнеф-
тегаз» [20]. Лабораторные исследования проб, 
взятых со скважин, показали отсутствие частиц 
размером более 100 мкм. В ряде скважин на-
работка существенно превысила предыдущую. 
Так, в скважине № 5194, куст 516, наработка на 15 
ноября 2011 года составила 365 суток, в то время 
как предыдущая – 17 суток. Опытно-промыш-
ленные испытания были признаны успешными. 
На указанную дату в ОАО «Газпромнефть–Но-
ябрьскнефтегаз» в эксплуатации находится 17 
установок гравитационных сепараторов.

Таким образом, в работе предложена модель 
расчета траекторий частиц в гравитационных 
сепараторах без закрутки потока и гидроци-
клонного типа;

проведены расчеты движения частиц в гра-
витационных сепараторах двух типов, при этом 
расчетные данные совпали с эксперименталь-
ными в пределах погрешности (5–7)%.

По результатам опытно-промышленных ис-
пытаний в ОАО «Газпромнефть  –  Ноябрьск-
нефтегаз» разработанная конструкция грави-
тационного сепаратора признана успешной.

Рис. 5. Расчетные зависимости коэффици-
ентов сепарации (изолинии, %) от ширины 
лопасти и их количества при L = 1,00 м для 

скорости подачи 50 м3/ сут

 Рис. 6. Сравнение расчетных (треугольники) и экс-
периментальных (точки) результатов для сепаратора 

на большие скорости подачи
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АТОМНАЯ ФИЗИКА, ФИЗИКА КЛАСТЕРОВ 
И НАНОСТРУКТУР

Твердые растворы CdHgTe (КРТ) традици-
онно являются одними из основных матери-
алов для инфракрасных фотоприемников; их 
электрические и фотоэлектрические свойства 
исследовались достаточно подробно. Возник-
ший в последнее время интерес к КРТ как к 
материалу для изготовления инфракрасных 
излучателей обуславливает необходимость де-
тального изучения их оптических свойств, и, в 
частности, идентификацию оптических пере-
ходов в наногетероструктурах КРТ с эффектами 
размерного квантования [1].

Настоящая работа посвящена теоретиче-
скому и экспериментальному исследованию 
оптических переходов в наногетероструктурах 
на основе КРТ. Из сопоставления эксперимен-
тальных результатов по фотолюминесценции 
(ФЛ) таких структур и расчетов, учитывающих 
особенности зонной структуры материала, 
идентифицированы наблюдавшиеся переходы 
и объяснена их специфика.

Исследовались наногетероструктуры 
CdxHg1−xTe/CdyHg1−yTe c потенциальными яма-
ми, выращенные в Институте физики полу-
проводников СО РАН методом молекулярно-
пучковой эпитаксии на подложках из арсенида 
галлия (310)GaAs с буферными слоями теллури-
да кадмия CdTe [2]. Составы твердого раствора 
в яме и в барьерных слоях, а также ширины ям 
приведены в табл. 1.

ФЛ изучалась в диапазоне температур 
4,2 < T < 300 K при импульсном возбуждении 
полупроводниковым лазером InGaAs/GaAs с 
рабочей длиной волны 0,98 мкм при темпера-

УДК 621.315.592

А.В. Шиляев, Н.Л. Баженов, 

К.Д. Мынбаев, Г.Г. Зегря

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР И ОПТИЧЕСКИЕ ПЕРЕХОДЫ 
В НАНОГЕТЕРОСТРУКТУРАХ НА ОСНОВЕ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ 

ТЕЛЛУРИДА КАДМИЯ И РТУТИ

туре T = 4,2 K. Запись спектров осуществлялась 
на автоматизированной установке, включаю-
щей монохроматор МДР-23. Сигнал ФЛ реги-
стрировался охлаждаемым InSb-фотодиодом; 
его возбуждение осуществлялось со стороны 
верхнего слоя КРТ, а регистрация сигнала – со 
стороны подложки GaAs. 

На рис. 1 показаны на примере образцов 
№  1 и №  5 типичные спектры ФЛ образцов 
структур с узкими ямами (a = 12  – 33 нм) и 
с широкими (a ≥ 50 нм). На рис. 2 приведены 
температурные зависимости положения пиков 
спектров ФЛ для образцов с узкой (а) и широ-
кой (б) ямами.

Различие вида температурных зависимостей 
для положения пика спектра ФЛ, а также почти 
двукратное увеличение полуширины пика для 
образцов с широкой ямой, по сравнению с той 
же величиной для образцов с узкой ямой, оче-
видно, свидетельствует о различной специфике 
излучательной рекомбинации в таких структу-
рах. В образцах КРТ с широкими ямами, как 
известно [4], ФЛ обусловлена рекомбинацией 
экситонов, локализованных на флуктуациях 
состава. Что же касается образцов с узкими яма-
ми, то можно предположить, что в их спектрах 
наблюдается пик рекомбинации носителей за-
ряда между уровнями их размерного кванто-
вания.

Для проверки этой гипотезы был проведен 
расчет положения локальных уровней размер-
ного квантования носителей. Обычно его про-
водят в рамках параболической зависимости 
энергии от волнового вектора. Однако в нашем 
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случае необходимо было учесть неравенство 
эффективных масс внутри ямы и барьерном 
слое структур КРТ, а также сильную непара-
боличность закона дисперсии, присущую всем 
узкощелевым полупроводникам.

Расчет указанного положения уровней с уче-
том непараболичности закона дисперсии по-
лупроводника был проведен в рамках модели 
Кейна – Латтинжера. При этом использовались 
выражения, полученные в рамках четырехзон-
ной модели Кейна для структуры энергетических 
зон, аналогичной структуре КРТ (см. работу [5]).

Далее приведены основные соотношения, 
позволяющие вычислить положения уровней 
размерного квантования в наногетерострук-
турах КРТ.

Для различных носителей заряда в струк-
турах с квантовыми ямами получены диспер-
сионные уравнения (см. работу [5]), которые 
приведены далее.

Тяжелые и легкие дырки. Спектр тяжелых 
дырок совпадает с квантовомеханическим 
спектром частицы в прямоугольной кванто-
вой яме для случая параболических зон; кроме 

Рис. 1. Спектры фотолюминесценции образцов № 1
и № 5, измеренные при T = 4,2 K; номера пиков со-

ответствуют номерам образцов в табл. 1

Та б л и ц а  1 

Характеристики исследованных наногетероструктур 

CdxHg1–xTe/CdyHg1–yTe с потенциальными ямами

Номер 
образца

Параметр состава твер-
дого раствора, м. д. Ширина 

ямы a, нмВ яме 
(xw)

В барьерном 
слое (xb)

1 0,24 0,80 12

2 0,35 0,82 33

3 0,34 0,69 50

4 0,32 0,68 100

5 0,37 0,84 200

а) б)

Рис. 2. Расчетные (линии) и экспериментальные (символы) температурные зависимости положения пиков 
ФЛ для образцов № 1 (а) и № 5 (б).

Приведены данные для ширины запрещенной зоны Egw CdHgTe, вычисленные по формуле из работы [3] (сплошная 
линия) и для эффективной оптической ширины запрещенной зоны gEɶ  (пунктир); метод расчета см. в тексте
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того, масса тяжелых дырок не зависит от со-
става твердого раствора в рамках используемой 
модели. Для состояний с четной и нечетной 
х-компонентами волновой функции тяжелых 
дырок дисперсионное уравнение принимает 
следующий вид:

 tg ;
2
h h

h
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κ 
= 

 
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h h
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– для четных и нечетных состояний соответ-
ственно; здесь kh, κh – поперечные волновые 
векторы для тяжелых дырок в области кванто-
вой ямы, а также барьера. 

Для легких дырок состояния с различной 
четностью уже не разделяются и дисперсионное 
уравнение становится более сложным:
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где kl – поперечный волновой вектор в области 
квантовой ямы, q – продольный волновой век-
тор; полный волновой вектор

 2 2 2;ik k q= +

аналогично, lκ  – поперечный волновой вектор 
в области барьера,

 2 2 2
l qκ = κ − ;
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m m

δ δ
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;

Uc, Uv – величины барьера в зоне проводимо-
сти и в валентной зоне, соответственно. Энер-
гия Е отсчитывается так, что потолок валент-
ной зоны vE = δ ; mh  – эффективная масса 
тяжелых дырок. Переменные без тильды от-
носятся к области ямы, а с тильдой – к области 
барьера.

Электроны. Дисперсионное выражение 
имеет вид:
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где kc – волновой вектор в области ямы в по-
перечном направлении, который квантуется; 
полный волновой вектор 

 2 2 2
ck k q= + ;

аналогично cκ  – поперечный волновой вектор 
в области барьера, 

 2 2 2;c qκ = κ −
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Заметим, что для электронов и легких дырок 
при q = 0 состояния разделяются на четные и 
нечетные, тогда как при 0q ≠  имеет место пере-
мешивание состояний с различной четностью. 
Также можно показать, что в случае легких ды-
рок (q = 0) дроби перед знаками тангенса или 
котангенса учитывают различие эффективных 
масс в областях ямы и барьерного слоя. Члены 
левой части уравнения, содержащие перемен-
ные lλ  и lλɶ , появляются вследствие учета 
спин-орбитального взаимодействия в рамках 
используемой модели.
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На рис. 3 показаны зависимости энергии 
электронов, легких и тяжелых дырок от про-
изведения волнового вектора на ширину ямы 
(qa) для образца №  1 при T  =  4,2 K, полу-
ченные в рамках предложенной модели не-
параболических зон и в рамках обычной па-
раболической модели, но при учете различия 
масс носителей в областях ямы и барьера [6]. 
Энергии размерного квантования, рассчитан-
ные в рамках указанных моделей, не совпада-
ют (см. рис. 3). Для электронов это различие 
невелико, тогда как для легких дырок энергии 
отличаются почти в два раза. Это связано с 
сильным подмешиванием s-состояний зоны 
проводимости и p-состояний валентной зоны 
для легких дырок. Кроме этого, на энергети-
ческий спектр легких дырок оказывает су-
щественное влияние спин-орбитальное вза-
имодействие.

Результаты, полученные для образцов с уз-
кими ямами, представлены в табл. 2.

Расчетные и экспериментальные темпера-
турные зависимости положения пика ФЛ для 
образца № 1 показаны на рис. 2,а. 

Энергия излучения наблюдавшейся в экс-
перименте полосы ФЛ в максимуме составляла 
270 мэВ, что близко к полученному нами рас-
четному значению энергии переходов между 
уровнями квантования электронов и легких ды-
рок. Поскольку подмешивание s- и p-состояний 
приводит к усилению интенсивности оптиче-
ских переходов между энергетическими уровня-
ми электронов и легких дырок, можно сделать 
вывод о том, что экспериментально наблю-
дались именно такие оптические переходы. 
Явления, связанные с уровнями квантования 
тяжелых дырок, не могли проявляться в на-
шем эксперименте, так как соответствующая 
им длина волны излучения выходила за пределы 
полосы чувствительности фотоприемника InSb.

Таким образом, сопоставление результатов 
расчета положения уровней размерного кван-
тования носителей заряда в наногетерострук-
турах на основе КРТ, выполненного с учетом 
особенностей зонной структуры этих твердых 
растворов, и данных по экспериментальному 
наблюдению фотолюминесценции позволяет 
говорить о возможности наблюдения переходов 
между состояниями электронов и легких дырок 
в подобных структурах.

Работа была частично поддержана РФФИ (проект 
11-02-90434-Укр-ф-а).

Рис. 3. Энергетический спектр в квантовой яме на 
основе КРТ для параболических зон (1, 2, 3) и при 

учете непараболичности (1′, 2′, 3′)

Та б л и ц а  2

Результаты расчетов основных энергетических 

параметров по положению пика фотолюминесценции 

для образцов с узкими ямами

Номер 
образца

Ширина 
ямы a, нм

Энергия, эВ

EPL Egw gEɶ

1 12 0,270 0,131 0,269
2 33 0,351 0,335 0,349

О б о з н а ч е н и я: EPL – положение пика ФЛ; Egw – ши-
рина запрещенной зоны в яме; gEɶ  – эффективная оптиче-
ская ширина запрещенной зоны; 1 1g gw e lhE E E E= + +ɶ  

1 1( ,e lhE E  – энергии первых уровней размерного квантова-
ния для электронов и дырок).
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Холодные атомы в настоящее время явля-
ются объектом интенсивных исследований – 
как теоретических, так и экспериментальных. 
С научной точки зрения интерес к атомным 
ансамблям, охлажденным до сверхнизких 
температур, обусловлен целым рядом их уни-
кальных физических свойств. С практической 
точки зрения интересны возможности при-
менения этих объектов в ячейках квантовой 
памяти, в качестве систем для «остановки» 
света, а также в метрологии и стандартиза-
ции частоты [1 – 4]. При этом подавляющее 
большинство предложенных схем практиче-
ского использования холодных атомных об-
лаков основано на их взаимодействии с элек-
тромагнитным излучением (как правило, в 
световом диапазоне). В настоящее время к 
изучению этого взаимодействия приковано 
внимание большого числа научных групп из 
разных стран.

УДК 535.14

А.С. Курапцев, И.М. Соколов

СРАВНЕНИЕ МАКРО- И МИКРОСКОПИЧЕСКОГО МЕТОДОВ 
РАСЧЕТА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ ПЛОТНЫХ 

УЛЬТРАХОЛОДНЫХ АТОМНЫХ ОБЛАКОВ

Взаимодействие холодных атомных обла-
ков со светом имеет ряд особенностей, кото-
рые необходимо корректно учитывать при по-
строении теоретической модели. При очень 
низкой температуре атомы имеют малые ско-
рости, и как следствие, малые доплеровские 
уширения линий резонансного излучения и 
поглощения. Малые доплеровские уширения 
( Д∆ω << γ , где γ  – естественная ширина ли-
нии для изолированного атома) приводят к 
тому, что атомы имеют большие сечения резо-
нансного рассеяния ( 2δ ≈ Ż , где Ż  – обратное 
волновое число излучения изолированного 
атома), поэтому необходимо учитывать много-
кратное рассеяние даже для облаков сравни-
тельно невысокой концентрации. Атомные 
облака, охлажденные в специальных ловуш-
ках, характеризуются неоднородным распре-
делением атомов по сверхтонким подуровням, 
а также случайным пространственным поло-
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жением атомов. Малые скорости движения 
атомов приводят также к тому, что при много-
кратном рассеянии могут наблюдаться интер-
ференционные эффекты, хотя упорядочен-
ность в среде отсутствует [5].

В последнее время особый интерес вызы-
вают плотные ультрахолодные атомные обла-
ка ввиду того, что в них возможен целый ряд 
уникальных физических эффектов. Наиболее 
значимым из них с точки зрения практического 
использования можно считать эффект сильной 
локализации света [6].

Для описания взаимодействия атомных 
облаков со светом можно применять метод 
локального поля и вытекающую из него фор-
мулу Лоренц  – Лоренца, которая дает явную 
зависимость диэлектрической проницаемости 
от частоты падающего света и концентрации 
атомов. Однако в эту формулу входит средняя 
одноатомная поляризуемость, которая при 
большой концентрации изменяется вследствие 
межатомного резонансного диполь-дипольного 
взаимодействия и не совпадает с поляризуемо-
стью изолированного атома. Ввиду межатом-
ного взаимодействия облако рассеивает свет 
коллективным образом. Данный объект, по 
сути, представляет собой огромную квазимо-
лекулу, а не отдельные атомы – независимые 
рассеиватели.

Для адекватного учета межатомного ди-
поль-дипольного взаимодействия существует 
два подхода: макроскопический и микроскопи-
ческий. Первый базируется, с одной стороны, 
на уравнениях макроскопической электроди-
намики, а с другой – на формуле Кубо, связы-
вающей корреляционную функцию атомных 
дипольных моментов с восприимчивостью [7, 
8]. В рамках этого самосогласованного макро-
скопического подхода в работе [7] было по-
лучено явное аналитическое выражение для 
диэлектрической проницаемости как функции 
концентрации атомов и частоты падающего 
света. Однако при выводе этого выражения 
был использован ряд приближений, которые 
ограничивают его применение для облаков 
большой концентрации.

Микроскопический подход базируется на 
представлении о дискретной структуре веще-
ства и решении уравнения Шредингера для 
объединенной системы, состоящей из атомов 
и поля, взаимодействующего с ними [9, 10]. 

Такой подход позволяет рассматривать атомные 
облака в существенно большем диапазоне кон-
центраций по сравнению с макроскопическим 
подходом, но его использование связано со зна-
чительными вычислительными трудностями.

Оба подхода позволяют вычислять диэ-
лектрическую проницаемость для различных 
значений концентрации атомов и частоты па-
дающего света. 

Настоящая статья посвящена сравнению 
этих двух подходов и исследованию границ 
применимости макроскопического подхода. 
По вычисленным значениям диэлектрической 
проницаемости в обоих случаях нами рассчи-
тано сечение рассеяния на облаке сферической 
формы с квазиоднородным (в среднем) распре-
делением атомов по объему облака на основе 
теории Дебая  – Ми. Помимо этого, сечение 
рассеяния рассчитано также микроскопически 
последовательным образом без использования 
теории Дебая – Ми (см. [9]).

Основы макро- и микроскопического подходов

Рассмотрим взаимодействие плотных уль-
трахолодных атомных ансамблей со слабым 
когерентным монохроматическим светом.

Как уже упоминалось, макроскопический 
подход базируется на решении уравнений 
Максвелла совместно с формулой Кубо для 
обобщенной восприимчивости. При этом ис-
пользуется приближение непрерывной среды, 
а также предположение о том, что дипольные 
моменты всех атомов считаются направлен-
ными одинаково (подробнее см. работу [7]). 
Данный подход позволяет получить следую-
щее выражение для диэлектрической прони-
цаемости ε :

 ( ) ( ) ( )1 2 / 1 ,MD MDε ω = − Ω + Ω   (1)

где ( )
0

2

0 04 / 3 ;  / 3 2 1 ;F FM n D d F = π = + ℏ  

 ( ){ } 1

0 / 2 ;i
−

Ω = ω−ω + ε ω γ

здесь n0 – концентрация атомов; 
0F Fd  – при-

веденный матричный элемент дипольного мо-
мента для перехода между основным состояни-
ем 0F  и возбужденным F ; ω   – частота 
падающего света; 0ω   – резонансная частота 
перехода между основным и возбужденным со-
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стояниями; γ   – обратное время жизни воз-
бужденного состояния.

Соотношение (1) является кубическим урав-
нением относительно ( )ε ω , в результате реше-
ния которого получается зависимость диэлектри-
ческой проницаемости от частоты в явном виде.

Микроскопический подход основывается 
на представлении о среде как совокупности 
атомов. Ввиду того, что за время однофотон-
ного рассеяния атомы из-за сверхнизкой тем-
пературы ( ≈ 30 мкК) не успевают существен-
но изменить свою пространственную 
конфигурацию, в расчете их можно считать 
неподвижными. Но за весь период светового 
импульса, соответствующего реальным экс-
периментам, атомы успевают хаотическим 
образом переместиться, причем так, что все 
пространственные конфигурации становятся 
равновероятными. Поэтому в микроскопиче-
ском подходе производится многократное 
статистическое усреднение наблюдаемых по 
пространственным конфигурациям располо-
жения атомов.

Как было сказано выше, падающее на об-
лако излучение является слабым. Это позволяет 
ограничиться первыми двумя членами в разло-
жении когерентного состояния по фоковским 
состояниям. Таким образом, когерентное со-
стояние падающего света мы аппроксимируем 
суперпозицией однофотонного и вакуумного 
состояний.

Суть микроскопического расчета состоит в 
решении нестационарного уравнения Шредин-
гера для объединенной системы, состоящей из 
атомов и взаимодействующего с ними поля. Пол-
ный гамильтониан указанной системы представ-
ляется в виде суммы гамильтонианов свободных 
(не взаимодействующих между собой) атомов, 
свободного поля, а также оператора их взаимо-
действия. Последний записывается в дипольном 
приближении; его использование уместно благо-
даря тому, что длина волны Де Бройля для атомов 
в облаке много меньше как среднего межатом-
ного расстояния, так и длины волны излучения. 
Другое важное допущение – это ограничение 
числа квантовомеханических состояний. Для 
задачи однофотонного рассеяния на облаке, в 
котором в начальный момент времени все атомы 
находились в основном состоянии, рассматрива-
ются следующие состояния:

есть один фотон и все атомы в основном 
состоянии;

есть один атом в возбужденном состоянии 
и нет фотонов;

есть два атома и один фотон (промежуточ-
ное нерезонансное состояние);

нет фотонов и все атомы в основном со-
стоянии (вакуумное состояние).

Указанных состояний достаточно для того, 
чтобы провести расчет с точностью до второго 
порядка по постоянной сверхтонкой структуры. 
Ввиду того, что однофотонных состояний бес-
конечно много вследствие бесконечного числа 
мод полевой подсистемы, мы имеем базис, со-
стоящий из бесконечного числа состояний. Тем 
не менее, можно методом исключения получить 
систему уравнений для амплитуд состояний с 
одним возбужденным атомом без фотонов.

В данной работе мы рассмотрим схему 
атомных уровней, в которой основное со-
стояние характеризуется квантовым числом 
полного углового момента J = 0, а возбужден-
ное – J = 1. Последнее имеет зеемановскую 
структуру, т.  е. рассматривается три поду-
ровня возбужденного состояния, каждый из 
которых характеризуется своим магнитным 
квантовым числом m = –1; 0; +1. В такой 
схеме имеется 3N состояний с одним возбуж-
денным атомом без фотонов, где N  – число 
атомов (потому что у каждого атома имеется 
три зеемановских подуровня возбужденного 
состояния). Через эти состояния находятся 
все остальные и в конечном итоге волновая 
функция, что обеспечивает максимально пол-
ное описание квантовомеханической системы. 
Любые интересующие нас наблюдаемые на-
ходятся путем квантовомеханического усред-
нения по волновой функции.

Диэлектрическую проницаемость мы нахо-
дим с помощью комплексного волнового чис-
ла, связанного с ней простым соотношением. 
Это число, в свою очередь, находится на основе 
пространственного распределения атомной по-
ляризации, пропорциональной полю в среде. 
Формально это делается следующим образом: 
облако мысленно разбивается на участки про-
странства мезоскопического объема, достаточ-
но малые для того, чтобы атомная поляризация 
мало менялась в пределах этого объема, но в 
то же время достаточно большие для того, что-
бы в них содержалось большое число атомов. 
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Затем для каждого мезоскопического объема 
вычисляется атомная поляризация – сумма ди-
польных моментов всех атомов, содержащихся 
в этом объеме, деленная на сам объем. После 
этого строится зависимость атомной поляри-
зации от пространственного положения этих 
мезоскопических объемов. Значения атомной 
поляризации, как и любых других наблюдае-
мых величин, естественным образом зависят 
от координат атомов как от параметров, при-
чем флуктуации от одной пространственной 
конфигурации атомов к другой сравнимы со 
средним значением. Учет остаточного тепло-
вого движения путем многократного стати-
стического усреднения по пространственным 
конфигурациям устраняет эти флуктуации. Рас-
четы показали, что для нормального падения 
плоской волны на плоскую границу облака ам-
плитуда атомной поляризации спадает в глубь 
среды по одноэкспоненциальному закону, а ее 
фаза – линейно нарастает. На основании этих 
данных находится комплексное волновое чис-
ло, а значит и диэлектрическая проницаемость.

Результаты и их обсуждение

Диэлектрическая проницаемость. Проана-
лизируем зависимость диэлектрической про-
ницаемости от частоты падающего света ω  
для различных значений концентрации ато-
мов n.

На рис. 1,а,б приведены результаты расчета 
дисперсии диэлектрической проницаемости ε  
для разреженного облака. Видно, что для рас-
смотренной безразмерной концентрации 

3( /2 ) 0,02n λ π =  два подхода достаточно хорошо 
согласуются, хотя небольшие отличия все же 
заметны. Чем меньше концентрация атомов, 
тем лучше согласуются два подхода, и для силь-
но разреженных облаков кривые становятся 
неразличимыми.

На рис. 1,в,г приведены результаты для зна-
чения концентрации 0,05, соответствующего 
некоторому промежуточному случаю между 
плотными и разреженными облаками. Каче-
ственное согласие имеется, но количественно 
результаты двух подходов отличаются уже суще-
ственно. Концентрация атомов, соответству-
ющая рис. 1,в,г, представляет особый интерес 
ввиду того, что она по физическим условиям 
близка к предельной, достигнутой к настоя-

щему моменту в реальных экспериментах по 
рассеянию света с атомами рубидия [11].

Рис. 1,д,е соответствует плотному облаку. 
При большой концентрации коллективные эф-
фекты уже существенно модифицируют атом-
ную поляризуемость. Приближения макроско-
пического подхода при таких концентрациях 
(когда ( )3/2 1n λ π ≈ ) становятся неприменимы-
ми, и согласия между подходами уже нет (см. 
рис. 1,д,е). На кривых 1, соответствующих ма-
кроскопическому подходу, видны нефизичные 
изломы, что говорит о его неприменимости для 
описания облаков высокой концентрации.

Сечение рассеяния. Проанализируем теперь 
частотную зависимость сечения рассеяния на 
сфере с квазиоднородным (в среднем) распре-
делением атомов. Выберем радиус сферы в виде 

( )15 /2R = λ π . Задача о нахождении сечения рас-
сеяния на однородной сфере с заданной диэлек-
трической проницаемостью решена в классиче-
ской электродинамике. Известна аналитическая 
формула Дебая – Ми, которая дает явную за-
висимость сечения рассеяния от радиуса сферы 
и ее диэлектрической проницаемости.

В макроскопическом подходе мы находим 
сечение рассеяния, используя теорию Дебая – 
Ми с диэлектрической проницаемостью, вы-
численной с помощью формулы (1).

В микроскопическом подходе мы можем 
воспользоваться этим же приемом. Но, кроме 
того, этот подход позволяет вычислять сече-
ние рассеяния непосредственно по найденной 
волновой функции, без привлечения формулы 
Дебая – Ми.

На рис. 2,а приведена частотная зависи-
мость сечения рассеяния света, вычисленного 
по формуле Дебая  – Ми с  диэлектрической 
проницаемостью, вычисленной на основе ма-
кро- и микроскопического подходов. Видно, 
что для сравнительно небольшой концентрации 
кривые совпадают с хорошей точностью.

На рис. 2,б аналогичная зависимость приве-
дена для некоторого промежуточного значения 
концентрации, разделяющего разреженные и 
плотные облака. Кривые имеют качественное 
сходство, но количественно уже существенно 
различаются.

На рис. 2,в приведены те же зависимости, 
что и на рис. 2,а,б, но уже для плотного облака. 
На рис. 2,в добавлена также частотная зависи-
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Рис. 1. Дисперсия вещественной и мнимой частей диэлектрической проницаемости: макроскопический 
(1) и микроскопический (2) подходы; значения безразмерной концентрации: 0,02 (а, б); 0,05 (в, г); 0,2 (д, е)
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мость сечения рассеяния, полученная на основе 
микроскопического подхода непосредствен-
но, без привлечения формулы Дебая  – Ми. 
Кривые, соответствующие последовательному 
микроскопическому расчету сечения рассея-
ния и формуле Дебая – Ми с диэлектрической 
проницаемостью, полученной из микроско-
пического расчета, очень близки между собой. 
Их незначительное различие связано с тем, 
что решение Дебая  – Ми предполагает абсо-
лютно однородную диэлектрическую сферу с 
резкой границей. Микроскопический расчет, 
в свою очередь, учитывает тот факт, что вблизи 
границы атомы находятся в физически других 
условиях, следовательно, диэлектрическая про-
ницаемость не является постоянной по всему 
объему облака. 

Кривая 1 на рис. 2,в, построенная по формуле 
Дебая – Ми с диэлектрической проницаемостью 
из макроскопического расчета, заметно отлича-
ется от двух других кривых на рис. 2,в, причем 
имеет нефизичные изломы. Это связано с тем, 
что (как уже отмечалось выше) приближения 
макроскопического подхода теряют справедли-
вость при высокой концентрации атомов. Од-
нако такое различие не столь значительно, как в 
случае диэлектрической проницаемости, из чего 
можно сделать вывод о меньшей чувствитель-
ности сечения рассеяния к выбору подхода по 
сравнению с диэлектрической проницаемостью.

Итак, в этой статье мы проанализировали 
частотные зависимости для диэлектрической 
проницаемости и сечения рассеяния электро-
магнитного излучения при различных концен-
трациях атомов в облаке. Анализ проведен с 
использованием двух разных подходов – макро- 
и микроскопического. Выявлены границы при-
менимости макроскопического подхода по 
концентрации атомов: пороговое значение без-
размерной концентрации ( )3/2n λ π  составляет 
порядок нескольких сотых долей ( 210− ). Выше 
этой концентрации самосогласованным мето-
дом уже пользоваться нельзя и становится не-
обходимым микроскопический расчет.

Авторы выражают благодарность Д.В. Куприяно-
ву за плодотворные дискуссии.

Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда 
некоммерческих программ «Династия» и РФФИ (грант 
12-02-91056-НЦНИ-а).

Рис. 2. Частотная зависимость сечения рассеяния 
электромагнитного излучения на квазиоднородном 
сферическом облаке: по формуле Дебая – Ми (ДМ) 
с величинами диэлектрической проницаемости, 
вычисленными на основе макроскопического (1) и 
микроскопического (2) подходов, а также без исполь-
зования формулы ДМ основе микроскопического 
подхода (3); значения безразмерной концентрации: 

0,02 (а); 0,05 (б); 0,2 (в)

а)

б)

в)
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Димерные молекулы благородных газов 
участвуют во многих процессах, происходя-
щих в атмосфере, в различных источниках из-
лучения, а также в лазерных средах [1]. Для 
прогнозирования этих процессов необходимы 
знания о межатомных потенциалах в молекулах 
благородных газов. Имеющиеся в литературе 
сведения о характере потенциальных кривых 
возбужденных состояний гомо- и гетероядер-
ных молекул инертных газов, необходимые для 
разработки таких источников света, недоста-
точны, а теоретические расчеты подобных мно-

УДК 535.333; 544.174.2

М.А. Ходорковский, С.В. Мурашов, 

А.А. Беляева, П.Ю. Сердобинцев, Л.П. Ракчеева

ВОЗБУЖДЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ МОЛЕКУЛ АРГОН-КСЕНОН 
В ОБЛАСТИ ДАЛЕКОГО ВАКУУМНОГО УЛЬТРАФИОЛЕТА, 

ИССЛЕДОВАННЫЕ МЕТОДОМ (3 + 1) REMPI

гоэлектронных систем очень трудоемки. Только 
сочетание теоретических и эксперименталь-
ных спектроскопических данных обеспечивает 
достоверность информации об электронной 
структуре молекул.

Данная работа является продолжением 
цикла наших работ по исследованию возбуж-
денных электронных состояний двухатомных 
молекул благородных газов (Rg Rg′) методом 
многофотонной резонансной лазерной иони-
зации; в частности, электронным состояниям 
молекул ArXe посвящены наши работы [2–5]. 
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В литературе встречается мало данных об 
электронных состояниях молекул ArXe в об-
ласти 66500 – 85000 см –1 [6–11], а в области, 
близкой к энергии ионизации молекул Еион  =
= 96515,6 см–1 (85000 – 89500 см–1), данные 
вообще отсутствуют. Электронная структура 
молекул ArXe ранее исследовалась традици-
онными методами оптического поглощения и 
флуоресценции, а также методами резонанс-
ной лазерной фотоионизации (2 + 1) и (1 + 1′) 
REMPI, где первое число обозначает количество 
фотонов, необходимых для возбуждения моле-
кул, а второе – для последующей их ионизации.

Теоретические расчеты потенциальных 
кривых для молекул в основном и некоторых 
возбужденных состояниях молекул ArXe были 
выполнены в работах [12, 13]. Полученные по-
тенциальные кривые характеризуются неглубо-
кими ямами, могут иметь «горб» и располагаться 
частично или полностью выше диссоционного 
предела. Несмотря на значительное количество 
работ, посвященных этой проблеме, не все воз-
бужденные состояния молекул исследованы, 
так как слабосвязанные молекулы благородных 
газов представляют собой непростые объекты 
для изучения. Прежде всего, их образование 
возможно только при определенных условиях. 
Наиболее эффективно эти молекулы  образу-
ются в условиях сверхзвукового молекулярного 
пучка при низкой температуре (примерно 10 K) 
в основном электронном состоянии и, как пра-
вило, на нулевом колебательном уровне. Кроме 
того, все возбужденные состояния расположе-
ны в вакуумном ультрафиолете, что затрудняет 
их экспериментальное изучение.

Настоящая работа посвящена исследова-
нию возбужденных состояний ArXe вблизи 
возбужденных состояний ксенона Xe* 7p, 6d 
в области 87800 – 89500 см–1 с помощью ме-
тода резонансной многофотонной ионизации 
(3 + 1)REMPI. Ранее нами были получены и ин-
терпретированы фотоионные спектры молекул 
ArXe в области атомов Хе* 6s[3/2]0

1,2 (66500 – 
68800 см–1) [3], Хе* 6s′, 6p, 5d (77000  – 80200 
см–1) [4] и Xe* 5d, 7s, 6d, 6p′ (80300 – 89500 см–1) 
[4, 5] методами (2+1) и (3+1) REMPI. В статье 
[5] в области 88000  – 89500 см–1 приведены 
наблюдаемые спектры, но не дана их интерпре-
тация ввиду их сложности. В литературе также 
отсутствуют данные относительно структуры 
возбужденных состояний ArXe в этой области.

Экспериментальная часть

Фотоионизационные спектры молекул ArXe 
в области 87500 – 89500 см–1 были получены на 
той же установке, что и в работах [4, 5]. Димер-
ные молекулы формировались при расширении 
смеси инертных газов состава 5% ксенона и 95% 
аргона из области высокого давления (5 атм) 
в вакуум (10–6 Торр) через импульсное сопло 
диаметром 0,1 мм. При этом происходит охлаж-
дение газа до температур примерно 10 K. Цен-
тральная часть пучка выделялась скиммером 
и облучалась сфокусированным излучением 
лазера на красителе (Lambda Physik FL3002, 
накачка  – XeCl EMG-103). В случае трехфо-
тонного резонанса молекулы возбуждались 
излучением второй гармоники перестраивае-
мого лазера на PTP и DMQ (λ = 333 – 373 нм) 
с длительностью лазерного импульса 15 нсек. 
Спектральная ширина полосы излучения со-
ставляла 0,3 см–1. После взаимодействия лазер-
ного и молекулярного пучков на определенных 
длинах волн положительные ионы при помощи 
электростатических линз выталкиваются элек-
трическим полем в дрейфовую область время-
пролетного масс-спектрометра в направлении 
микрональной пластины для регистрации. 
Одновременно можно регистрировать моле-
кулярные и атомарные ионы ArXe+, Ar+, Xe+.

Результаты эксперимента и их обсуждение

На рис. 1 представлены фотоионизационные 
спектры молекул ArXe при регистрации молеку-
лярных (ArXe+) и атомных (Ar+) ионов в обла-
сти 87500 – 90000 см–1. Видно, что наблюдаются 
очень сложные системы полос. Так как наиболее 
интенсивные молекулярные полосы должны на-
блюдаться вблизи разрешенных атомных пере-
ходов, то при интерпретации спектров будем 
ориентироваться прежде всего на них. Кроме 
того, молекулярные полосы могут появляться и 
вблизи запрещенных атомных линий.

В случае трехфотонного возбуждения для 
атомов разрешены дипольные переходы с ∆J =
= ±1, ±3 и по четности электронной конфигу-
рации термов: чет ↔ нечет. Как известно [14], 
в области 87500 – 89500 см–1 расположены 12 
атомных переходов ксенона, из них при трех-
фотонном поглощении полностью разрешены 2 
перехода: Xe1S0 → Хе* 6d[1/2]0

1 при 88549,8 см–1 
и Xe1S0 → Хе* 6d[7/2]0

3 при 89024,89 см–1. В 
табл. 1 включены все возбужденные состояния 
Хе* в этой области.
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Та б л и ц а  1

Молекулярные состояния, образованные из комбинации атомов Xe*(7p, 6d, 6p′) и Ar1S0 [14] 

в области 87500 – 90100 см–1

Диссоционный предел Хe*+Ar1S0 Энергия Xe*, см–1 Симметрия молекулярных состояний, 
Ω

7р[1/2]1+1S0 87927,131 0–, 1

7р[5/2]2+1S0 88351,681 0+, 1, 2

6р′[3/2]1+1S0 88379,126 0–, 1

7р[5/2]3+1S0 88469,213 0–, 1, 2, 3

6d[1/2]0
0+1S0 88491,020 0–

6d[1/2]0
1+1S0 88549,775 0–, 1, 2

7р[3/2]0
2+1S0 88686,500 0+, 1

6d[3/2]2+1S0 88708,466 0–, 1, 2

7p[3/2]1+1S0 88842,256 0+, 1

7p[1/2]0+1S0 88842,300 0+

6d[7/2]0
4+1S0 88911,692 0–, 1, 2, 3, 4

6d[7/2]0
3+1S0 89024,890 0+, 1, 2, 3

6p′[3/2]2+1S0 89162,356 0+, 1, 2

6d[5/2]0
2+1S0 89243,258 0–, 1, 2

6p′[1/2]1+1S0 89278,706 0–, 1

6d[5/2]0
3+1S0 89534,568 0+, 1, 2

6p′[1/2]0+1S0 89860,015 0+, 1

6d[3/2]0
1+1S0 90032,155 0+, 1

Рис. 1. Фотоионизационные спектры молекул ArXe при регистрации атомных ионов Ar+ (а) 
и молекулярных ионов ArXe+ (б).

Пунктирной линией обозначены положения возбужденных атомов в диссоционных пределах
 ArXe* → Xe* + Ar
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Электронные состояния молекул характе-
ризуются проекцией полного углового момента 
электронов на ось молекулы (случай Гунда С) 
Ω. Основное состояние молекулы имеет сим-
метрию Ω = 0+. В дипольном приближении для 
трехфотонных переходов молекул разрешены 
переходы с |∆Ω| ≤ 3, переход 0+ ↔ 0+разрешен, а 
переход 0+ ↔ 0 – запрещен. При интерпретации 
спектров будем считать, что все молекулы ArXe 
в начальный момент времени находятся в ос-
новном электронном состоянии и, как правило, 
на нулевом колебательном уровне, так как они 
образуются в условиях сверхзвукового молеку-
лярного пучка при низкой температуре (при-
мерно 10 K). Возбужденные молекулы ArXe* 
можно рассматривать как результат взаимодей-
ствия атома аргона Ar в основном состоянии с 
атомом ксенона в возбужденном состоянии Хе* 
с пределом диссоциации

 ArXe* → Ar1S0 + Хе*.

В этом приближении молекулярные полосы 
ArXe в области 87500 – 89500 см–1 должны на-
блюдаться вблизи атомных линий Хе* 7p, 6p′6d, 
а наиболее интенсивные полосы при трехфо-
тонном возбуждении молекул – вблизи атом-
ных линий Хе* 6d.

Основное состояние молекул хорошо опи-
сывается дисперсионными взаимодействиями 
атомов в основном состоянии Ar1S0 и Хе1S0 
и характеризуется молекулярными постоян-
ными, а именно частотой гармонического 
колебания ω″е = 25,961 см–1, постоянной ан-
гармоничности ωехе″ = 1,285 см–1, энергией 
диссоциации De″ = 131,1 см–1, равновесным 
расстоянием re″ = 4,09 Å.

Возбужденные состояния молекул также 
будем рассматривать в рамках ангармониче-
ского осциллятора, и потенциальную энергию 
аппроксимировать функцией Морзе. Равно-
весное расстояние возбужденных состояний 
молекулы можно определить, используя прин-
цип Франка – Кондона, по которому перехо-
ды вверх по вертикали на диаграмме потен-
циальной энергии соответствуют наиболее 
интенсивным полосам поглощения. В рамках 
этой модели на основании анализа получен-
ных спектров были оценены параметры воз-
бужденных состояний молекул. Для энергии 
переходов молекул с нулевого колебательного 
уровня основного состояния в возбужденное 

электронно-колебательное состояние будем 
использовать выражение
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где Те′ – энергия электронного состояния, со-
ответствующая минимуму потенциальной кри-
вой; ωе′ – частота гармонического колебания; 
ωехе′ – постоянная ангармоничности.

Энергия диссоциации в этом приближении 
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В спектре наблюдается две группы полос в об-
ластях 87500 – 88400 см–1 и 88500 – 90000 см–1. Как 
видно из рисунка, в области 87500 – 88500 см–1 
наблюдается особенно сложная картина: спектр 
состоит из нескольких колебательных прогрес-
сий, но при регистрации молекулярных ионов 
(рис. 1,б) с определенностью была выделена 
только одна колебательная последователь-
ность – A, состоящая из шести полос. Волновые 
числа полос этой прогрессии и их отнесение 
приведены в табл. 2. Самой длинноволновой 
полосе приписан квантовый колебательный но-
мер v′ = 0, затем построен график зависимости 
волнового числа от колебательного номера и 
аппроксимирован квадратичным полиномом, 
коэффициенты которого – молекулярные по-
стоянные для данного возбужденного состояния:

 ωe′ = 62,5 cм–1; ωехе′ = 1,6 см–1;

 Те′ = 87864,3 см–1; De′ = 610,4 см–1.

Энергия диссоционного предела Епред = Те′ +
+ De′ = 88475 см–1.

Таким образом, колебательная последова-
тельность A относится к переходу димера из 
основного состояния в возбужденное с диссо-
ционным пределом

 ArXe* → Ar1S0 + Хе*7р[5/2]2 при 88480 см–1.

С использованием этих молекулярных по-
стоянных в приближении Морзе построена 
потенциальная кривая для возбужденного со-
стояния (рис. 2).

Самая интенсивная группа полос распо-
ложена в интервале 88100  – 88400 см–1 при 
регистрации молекулярных ионов. Очевидно, 
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что она состоит из нескольких колебательных 
прогрессий, или что возбужденное состояние 
молекулы характеризуется потенциальной кри-
вой сложной формы с несколькими минимума-
ми. В спектре при регистрации атомных ионов 
Ar+ спектр значительно упрощается. В области 
88100 – 88400 см–1 остается одна интенсивная 
полоса, а интенсивность остальных падает на 
два порядка. К сожалению, при регистрации 
ионов Хе+ спектр существенно усложняется, так 
как в эту область попадают линии атомных ио-
нов ксенона, рожденных при диссоциативной 
ионизации молекул Хе2, возбужденные состо-
яния которых расположены в области, близ-
кой к рассматриваемой. В результате анализа 
спектров Ar+ и ArXe+ (см. рис. 1) среди этих 
полос можно выделить еще одну колебательную 
прогрессию (обозначена буквой B). Волновые 
числа полос этой прогрессии приведены в табл. 
2. Самой длинноволновой полосе приписан 
квантовый колебательный номер v′ = 0, за-
тем построен график зависимости волнового 
числа от колебательного номера и определены 
молекулярные постоянные для возбужденного 
состояния:

 ωe′ = 61,2 см–1; ωехе′ = 3,1 см–1; 

 Те′ = 88144,4 см–1.

Как видно из рис. 1, последовательность 
B – наиболее интенсивная в этой области и со-
гласно эмпирическим правилам отбора должна 
относиться к диссоционному пределу

 ArXe* → Ar1S0 + Хе*6d[1/2]0
1

при Епред = 88671 см–1.
В таком случае энергия диссоциации воз-

бужденного состояния, соответствующего про-
грессии B, должна равняться

 De′ = Епред – Те′ = 526,6 см–1.

Энергия же диссоциации, вычисленная для 
потенциальной энергии Морзе, равна De′ =
= 302 см–1. Такое расхождение свидетельству-
ет о непригодности приближения Морзе для 
данного возбужденного состояния и, следова-
тельно, о более сложном виде выражения для 
потенциальной энергии. При построении по-
тенциальной кривой необходимо учитывать, 
по крайней мере, конфигурационные взаимо-
действия.

Та б л и ц а  2

Идентификация и волновые числа наблюдаемых 

полос в спектрах молекул ArXe*

Прогрессия v′, v″ ν, см–1 ∆Gv′+1/2, см–1

A

0, 0 87897,9 53,7

1, 0 87951,2 55,8

2, 0 88007,0 59,5

3, 0 88066,5 50,8

4, 0 88117,3 39,2

5, 0 88156,5 –

B

0, 0 88175,0 55,0

1, 0 88230,0 53,0

2, 0 88283,0 39,0

3, 0 88322,0 33,0

4,0 88355,0 29,0

5, 0 88384,0 –

C

0, 0 88460,4 48,1

1, 0 88508,5 46,5

2, 0 88555,0 48,5

3, 0 88603,5 48,5

4,0 88639,8 41,4

5,0 88681,2 40,7

6,0 88721,9 41,4

7,0 88763,3 39,9

8,0 88803,2 35,6

9,0 88838,8 –

Рис. 2. Потенциальные кривые для возбужденных 
состояний, полученные из экспериментальных 

данных:
для ArXe* → Ar1S0 + Хе*6d[7/2]0

3 (1) 
и ArXe* → Ar1S0 + Хе*7р[5/2]0

2 (2)
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Группа полос в интервале 88450 – 88850 см–1 
также представляет собой колебательную по-
следовательность (обозначена на рис. 1 бук-
вой C). Волновые числа полос этой прогрессии 
приведены в табл. 2. Самой длинноволновой 
полосе в этой последовательности приписан 
квантовый колебательный номер v′ = 0, затем 
построен график зависимости волнового числа 
от колебательного номера и определены моле-
кулярные постоянные для соответствующего 
возбужденного состояния:

 ωe′ = 47,9 cм–1; ωехе′ = 0,61 см–1; 

 Те′ = 88438,2 см–1, De′ = 940,3 см–1,

а энергия диссоционного предела будет равна 
Епред = 89378,5 см–1.

Колебательную прогрессию C относим к 
диссоционному пределу Ar1S0 + Хе* 6d[7/2]0

3 
при 89284 см–1.

Значение вычисленного Епред на 94 cм–1 
превышает диссоционный предел, к которо-
му была отнесена колебательная прогрессия. 
Это означает, что потенциальная кривая имеет 
«горб» высотой ≥ 94 cм–1. В приближении Мор-
зе с использованием полученных молекулярных 
постоянных построена потенциальная кривая 
для возбужденного состояния (см. рис. 2).

Таким образом, в данной работе методом 
(3+1)REMPI исследованы фотоионизацион-
ные спектры димерных молекул ArXe вблизи 
возбужденных состояний Хе* 7p, 6d в высо-
коэнергетической области от 87500 до 90000 
см–1, близкой к энергии ионизации молекул. 
Эта область содержит 12 состояний Хе*, из них 
два разрешенных при трехфотонном возбуж-
дении. Сложная картина спектра наблюдается 
при регистрации молекулярных ионов ArXe+. 
Были выделены две колебательные системы 
полос и определены диссоционные пределы, к 
которым они сходятся:

 ArXe* → Ar1S0 + Хе*7р[5/2]2

 и Ar1S0 + Хе*6d[7/2]0
3.

Для соответствующих возбужденных состо-
яний определены молекулярные постоянные 
и построены потенциальные кривые. Самая 
интенсивная группа полос в области 88100  – 
88400 см–1 была предположительно отнесена к 
диссоционному пределу

 ArXe* → Ar1S0 + Хе*6d[1/2]0
1.

Работа выполнена на оборудовании ЦКП «Аналити-
ческий центр нано- и биотехнологий ГОУ СПбГПУ» при 
финансовой поддержке Минобрнауки России.
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В настоящее время физика наноструктур 
является одной из наиболее интенсивно 
развивающихся отраслей науки и техники. 
Интерес к исследованию наноструктур 
вызван не только стремлением к дальнейшей 
миниатюризации устройств современной 
электроники, но также множеством прин-
ципиально новых физических и химических 
явлений, наблюдаемых в наноструктурах и 
не имеющих аналогов для макроскопических 
объектов. Особый интерес как с точки зрения 
фундаментальных исследований, так и с точки 
зрения практических приложений в опто- и 
наноэлектронике представляют нетривиальные 
оптические свойства наноструктур. Это 
привело к выделению особого направления 
научных исследований, находящегося на 
стыке оптики, физики твердого тела, химии и 
материаловедения.

УДК 539.149

П.Н. Дьячков, И.А. Бочков

НАНОАНТЕННА ТЕРАГЕРЦОВОГО ДИАПАЗОНА 
НА ОСНОВЕ УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК, ХИМИЧЕСКИ 

МОДИФИЦИРОВАННЫХ АЗОТОМ ИЛИ БОРОМ

Нетривиальный отклик наноструктур при 
их взаимодействии с электромагнитным по-
лем обусловлен особенностями их электронной 
структуры. В частности, при достаточно малых 
размерах нанообъектов квантовый размерный 
эффект для элементарных возбуждений вдоль 
одного или нескольких измерений объекта мо-
жет стать существенным, что приводит к кван-
тованию энергии квазичастицы вдоль данного 
измерения. Поскольку вероятности переходов 
зависят от плотности конечных состояний, 
уменьшенная размерность сильно влияет на 
процессы рассеяния в наноструктурах, а, сле-
довательно, и на процессы их взаимодействия 
с электромагнитным излучением.

Новый тип углеродных 1D-наноструктур, 
называемых углеродными нанотрубками 
(УНТ),  был синтезирован Сумио  Ииджимой 
в 1991 году. УНТ представляет собой полую 
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цилиндрическую углеродную макромолекулу, 
расположение атомов углерода на поверхности 
которой можно представить, свернув полоску 
графена (монослой графита) в цилиндр вдоль 
вектора, соединяющего эквивалентные узлы 
кристаллической решетки графена (носит на-
звание «вектор хиральности»). Целочисленную 
пару индексов  (m, n), которые представляют 
собой коэффициенты разложения вектора 
хиральности по базисным векторам кристал-
лической решетки графена, используют для 
характеристики  геометрии УНТ. Последние 
обладают уникальной электронной структурой. 
В частности, в зависимости от направления и 
длины вектора хиральности, УНТ могут быть 
металлами (m = n), узкозонными полупровод-
никами с шириной щели порядка нескольких 
сотых электронвольт (m – n = 3q, где q – целое; 
m  ≠  n) или полупроводниками с шириной за-
прещенной зоны порядка 1 эВ (в остальных 
случаях). Эта особенность делает перспектив-
ным создание на основе УНТ элементов на-
ноэлектронных цепей. Зонная структура УНТ 
меняется при приложении к ним статических 
электрических или магнитных полей, а также 
механических напряжений. При этом проде-
монстрирован фазовый переход металл – по-
лупроводник. Возможность модуляции шири-
ны запрещенной зоны УНТ путем помещения 
УНТ в статические электрические и магнитные 
поля или приложения к ним механических воз-
действий [1] позволяет трансформировать оп-
тически непрозрачный материал в оптически 
прозрачный и наоборот, а также создавать оп-
тоэлектронные устройства с перестраиваемой 
рабочей частотой. 

Следует отметить, что при исследовании 
взаимодействия электромагнитного излучения 
с УНТ в работах [1, 2] для вычисления зонной 
структуры УНТ использовался метод линейной 
комбинации атомных орбиталей (ЛКАО) и при-
ближение свернутых зон. Однако из расчетов 
зонной структуры кристаллов известно, что ме-
тод ЛКАО  хорошо воспроизводит валентную 
зону, но не зону проводимости, так как стандарт-
ный ЛКАО-базис не включает делокализован-
ных состояний. Поэтому представляет интерес 
объединить электродинамические методы расче-
та электромагнитного отклика УНТ [1, 2] с более 
точным методом расчета зонной структуры – 
методом линеаризованных присоединенных 

цилиндрических волн (ЛПЦВ) [3]. Данный 
метод представляет собой распространение на 
системы с цилиндрической геометрией метода 
линейных присоединенных плоских волн – од-
ного из наиболее точных в теории зонной струк-
туры объемных твердых тел. В этом способе рас-
четов для построения электронного потенциала 
используется приближение локальной 
плотности для обменного взаимодействия. 
Каждый атом системы окружается сферой, 
где потенциал считается сферически 
симметричным, а в пространстве между 
сферами он считается постоянным и выбирается 
за начало отсчета энергии. В УНТ движение 
электронов ограничено цилиндрическим 
слоем толщиной порядка удвоенного атомного 
Ван-дер-Ваальсова радиуса элементов, что 
учитывается введением двух непроницаемых 
для электронов цилиндрических барьеров: 
внешнего и внутреннего. Электронный спектр 
системы определяется свободным движением 
электронов в межатомном пространстве между 
цилиндрическими барьерами и рассеянием 
электронов на атомных центрах [3, 4]. С по-
мощью метода ЛПЦВ зонные структуры 
и плотности электронных состояний 
изолированных нехиральных одностенных и 
двухстенных УНТ, а также нехиральных одно-
стенных УНТ, погруженных в полупроводнико-
вую матрицу, были изучены в работах [5 – 8]. Для 
полупроводниковых УНТ (n, 0) предсказаны 
осцилляции ширины запрещенной зоны как 
функции диаметра нанотрубок [6]. Установлено, 
что делокализация электронов металлической 
УНТ в область матрицы сохраняет ее 
металлические свойства, но приводит к сдвигу 
состояний в высокоэнергетическую область и 
росту плотности состояний на уровне Ферми. 
В полупроводниковых УНТ под влиянием 
матрицы происходит их металлизация [7]. 
Отмечено, что межслоевое взаимодействие 
приводит к более сильному возмущению 
зонной структуры внутренней стенки по 
сравнению с внешней [8]. Существенный шаг 
в развитии метода ЛПЦВ сделан в работе [9], 
где реализован метод расчета электронных 
спектров хиральных УНТ. При этом учтены 
их винтовая и вращательная симметрия, 
благодаря чему резко повысилась сходимость 
электронных состояний в зависимости от числа 
базисных функций.
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В настоящее время существует большой ин-
терес к созданию на основе УНТ наноантенн 
терагерцового и ИК диапазонов. Среди возмож-
ных применений наноантенн можно выделить 
создание эффективного электрического кон-
такта между наноустройствами и макромиром 
и беспроводное соединение с нанодатчиками. 
Возможность использования УНТ в качестве 
наноантенн была продемонстрирована теоре-
тически [9] и экспериментально [10]. При этом 
была предсказана низкая антенная эффектив-
ность данных устройств [9]: 

 η = Pr / Pin ≈ 10–5 – 10–6, 

где Pr, Pin – мощности,  излученная и погло-
щенная антенной соответственно. 

      Таким образом, вопрос повышения ан-
тенной эффективности данных устройств яв-
ляется весьма существенным. 

В данной статье мы предлагаем в качестве 
метода увеличения антенной эффективности 
легирование УНТ атомами азота и бора. В раз-
деле «Зонная структура химически модифици-
рованных УНТ» методом ЛПЦВ рассчитыва-
ется зонная структура металлических УНТ, в 
которых несколько атомов углерода замеща-
ется атомами азота или бора. В следующем за 
ним  разделе «Линейная проводимость УНТ» 
в рамках полуклассической модели динамики 
электронов проводится расчет линейной про-
водимости химически модифицированных 
УНТ. Для изучения влияния химической мо-
дификации УНТ на антенные характеристи-
ки затем решается задача рассеяния плоской 
электромагнитной волны на УНТ с учетом 
краевых эффектов и вычисляется антенная 
эффективность УНТ. И наконец, с помощью 
флуктуационно-диссипационной теоремы  вы-
числяется мощность теплового излучения УНТ. 
Демонстрируется, что замещение 8  % атомов 
углерода в УНТ атомами азота или бора при-
водит к увеличению проводимости, антенной 
эффективности и мощности теплового излу-
чения УНТ. 

Зонная структура химически 
модифицированных УНТ

Рассмотрим изолированную УНТ, в ко-
торой один или два атома углерода в каждой 
элементарной ячейке заменены атомами азота 
или бора. В связи с тем, что с точки зрения 

антенных применений существенны только ме-
таллические УНТ, ограничимся рассмотрением 
УНТ типа «кресло» с индексами хиральности 
вида (m, m). Для расчета зонной структуры 
данных УНТ был использован метод ЛПЦВ 
[2]. При этом для сохранения трансляционной 
симметрии вдоль оси УНТ предполагалось, что 
в каждой элементарной ячейке замещаются эк-
вивалентные атомы углерода. В связи с тем, что 
УНТ представляет собой полый цилиндр, пред-
полагалось, что движение электронов между 
маффин-тин-сферами ограничено двумя беско-
нечно высокими потенциальными барьерами. 
Использование данного приближения делает 
расчет УНТ зависящим от двух параметров – ра-
диусов внешнего и внутреннего потенциальных 
барьеров, значения которых подбирались таким 
образом, чтобы воспроизвести ширину валент-
ной зоны УНТ (5,5), предположив, что она со-
впадает с шириной валентной зоны графита. В 
результате были получены следующие значения 
радиусов внутреннего и внешнего барьеров [28]: 
Rcn – 1,38 Å и Rcn + 1,27 Å, где Rcn – радиус УНТ.  
Для остальных УНТ зонная структура рассчиты-
валась при данных значениях радиусов внутрен-
него и внешнего барьеров.  Результаты расчетов 
зонной структуры для УНТ типа «кресло» (6,6), 
элементарная ячейка которой содержит 24 атома 
углерода,  представлены на рис. 1,а. 

На рис. 1,б–д представлены результаты рас-
чета зонной структуры УНТ (6,6), в которой 
один или два атома углерода в каждой элемен-
тарной ячейке заменены одним (обозначены 
1N, 1В) или двумя (2N, 2В) атомами азота или 
бора. Таким образом мы рассматриваем УНТ, 
в которых доля примесей составляет соответ-
ственно 4 и 8 %.  Следует отметить, что в насто-
ящее время экспериментально реализованы ме-
тодики, позволяющие получать УНТ, в которых 
вплоть до 15 % (20 %) атомов углерода замещены 
атомами бора [11] (азота [12]). В связи с тем, что 
атом азота имеет пять валентных электронов, 
его внедрение в УНТ приводит к добавлению 
электронов и соответственно уровень Фер-
ми смещается вверх в зону проводимости, по 
сравнению со случаем УНТ без примесей. Вне-
дрение трехвалентного атома бора, напротив, 
приводит к добавлению дырок и смещению 
уровня Ферми вниз в валентную зону. При этом 
следует отметить, что внедрение атомов бора 
приводит к более сильному смещению уров-
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ня Ферми (~ 3 эВ), чем внедрение атомов азота 
(~ 0,3 эВ). Энергии уровня Ферми для различных 
типов УНТ приведены в табл. 1. Как видно из 
представленных данных, легирование приводит 
к изменению количества зон, которые пересека-
ет уровень Ферми, что приводит к увеличению 
плотности электронных состояний на уровне 
Ферми. Таким образом, можно ожидать, что 
химическое модифицирование УНТ приведет 
к увеличению низкочастотной линейной прово-
димости, что, в свою очередь, положительно ска-
жется на увеличении антенной эффективности 
легированных УНТ, по сравнению с чистыми. 

Та б л и ц а  1

Зависимость положения уровня Ферми  УНТ (6,6) 

от примеси

Примесь EF , эВ

– 25, 25

1N 25,61

2N 25,70

1B 22,42

2B 22,21

N, B – атомы азота и бора

 Рис. 1. Зонные структуры УНТ (6,6) без примесей (а) и содержащих примеси 1N (б), 2N (в), 
1B (г), 2B (д). Уровень Ферми обозначен жирной прямой линией
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Линейная проводимость УНТ

В данном разделе для расчета влияния хи-
мической модификации УНТ на линейную про-
водимость будет рассмотрено взаимодействие 
УНТ с монохроматической электромагнитной 
волной частоты ω, распространяющейся пер-
пендикулярно оси УНТ,  вектор электрической 
напряженности которой направлен вдоль оси 
УНТ:

 Ez = E0(e –iωt + e –iωt ). 

При этом предполагалось, что частота ω 
меньше частоты переходов между сингулярно-
стями Ван Хова в плотности электронных со-
стояний УНТ.  Данное требование выполняет-
ся, в частности, для терагерцового диапазона. 
В этом случае отклик электронной подсистемы 
УНТ на приложенное внешнее электрическое 
поле может быть описан с помощью полуклас-
сической модели динамики электронов [13, 
14]. Также было использовано приближение 
времени релаксации для интеграла столкнове-
ний [14].  В рамках полуклассической модели 
предполагается, что движение электронов в 
твердом теле описывается классическим урав-
нением Больцмана для электронной функции 
распределения f  (t,  k). При этом дисперси-
онный закон для электронов вычисляется с 
использованием методов квантовой теории 
твердого тела [2]. 

Уравнение Больцмана было решено  ме-
тодами теории возмущений. Так как нас ин-
тересовала только линейная проводимость, 
мы ограничились первым порядком по теории 
возмущений. Решение уравнения Больцмана 
применялось для вычисления плотности осе-
вого тока, индуцированного в УНТ внешним 
электрическим полем. Используя определение 
линейной проводимости σ = j0/E0, где j0 – ам-
плитуда плотности тока, индуцированного в 
УНТ, мы получили следующее выражение для 
линейной проводимости УНТ [14]:
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2 1 /

s s

scn

e k F k
dk

k kI R

∂ε ∂
σ =

∂ ∂π ω− τ
∑∫

ℏ
, (1)

где e – заряд электрона, ħ – постоянная Планка; 
суммирование по индексу s означает суммиро-
вание по всем зонам УНТ, а интегрирование 
проводится по первой зоне Бриллюэна. 

Для расчета дисперсионного закона элект-
ронов в УНТ εs(k) использовался метод ЛПЦВ 
[2]. Следует, однако, отметить, что для зон, 
энергия которых превышает энергию Ферми 
на несколько десятых электронвольт и более, 
значения функции распределения Ферми Fs(k) 
стремятся к нулю. Также для зон, энергия ко-
торых меньше энергии Ферми на несколько 
десятых электронвольт и более, значения функ-
ции распределения Ферми Fs(k) стремятся к 
единице, а их производная по волновому век-
тору соответственно стремится к нулю. В связи 
с этим вклад в сумму, входящую в выражение 
(1), дадут только те зоны, которые пересекают 
уровень Ферми, а интегрирование проводится 
по квазиимпульсам, таким что

 |ε(k) – µ| < 0,1 эВ. 

Следует отметить, что выражение (1) было 
получено в модели бесконечно длинной УНТ, 
то есть пренебрегалось влиянием краев УНТ 
на электромагнитный отклик. Данное прибли-
жение справедливо в случае, когда длина УНТ 
гораздо больше, чем длина волны облучающего 
поля. При этом проводимость, вычисляемая с 
использованием выражения (1), представляет 
собой проводимость на единицу длины УНТ. 

Результаты вычислений проводимости УНТ 
типа (6,6) без примесей, а также 1N УНТ, 2N УНТ, 
1B УНТ, 2B УНТ представлены на рис. 2. Видно, 
что внедрение атомов бора в УНТ приводит 
к увеличению проводимости как для случая 
1B УНТ, так и для случая 2B УНТ, в то время 
как при внедрении атомов азота наблюдается 
снижение проводимости для случая 1N УНТ. 
Уменьшение проводимости для случая внедре-
ния одного атома азота объясняется тем, что 
смещение уровня Ферми в этом случае вверх 
в зону проводимости приводит к уменьшению 
количества энергетических зон, которые уро-
вень Ферми пересекает (см. рис. 1,б). Таким 
образом, можно сделать вывод, что для увели-
чения проводимости УНТ легирование бором 
более эффективно, чем легирование азотом.  

Антенные характеристики химически 
модифицированных УНТ

Для исследования антенных свойств легиро-
ванных УНТ мы учли влияние краевых эффек-
тов на взаимодействие УНТ с электромагнит-
ным полем. При этом учет краевых эффектов 
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производился только электродинамически. 
Предполагалось, что УНТ имеет достаточную 
длину для того, чтобы влиянием ее краев на 
зонную структуру можно было пренебречь. 
Было рассмотрено рассеяние плоской электро-
магнитной волны на углеродной нанотрубке 
длины L. С этой целью была решена краевая 
задача для уравнений Максвелла с двухсторон-
ними импедансными граничными условиями, 
учитывающими реалистичную электронную 
структуру УНТ. Учет электронной структуры 
осуществлялся посредством использования ли-
нейной проводимости, вычисленной в преды-
дущем разделе, при формулировке граничных 
условий. С помощью векторной теоремы Грина 
краевая задача была сведена к интегральному 
уравнению Фредгольма первого рода для плот-
ности осевого тока j(z), индуцированного на по-
верхности УНТ. Интегральное уравнение было 
решено численно методом квадратур. Ограни-
чиваясь рассмотрением полей только в дальней 
зоне, для случая облучения УНТ электромаг-
нитным полем, длина которого много больше 
длины УНТ, электромагнитный отклик УНТ 
можно описать с помощью поляризуемости, 
определяемой выражением:
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На рис. 3 представлены результаты вычис-
ления поляризуемости УНТ (6,6) без примесей, 
а также с двумя атомами азота или бора, заме-
нившими в каждой ячейке два атома углеро-
да. Видно, что спектры поляризуемости УНТ 
в терагерцовом диапазоне имеют ярко выра-
женные резонансные линии. Это резонансы 
поверхностных волн на краях УНТ, которые 
определяются из условия L·Reh  ≈ πn, где n – 
целое число, h – волноводное волновое число 
поверхностной волны.

Очевидно, что положение резонанса будет 
определяться не только типом УНТ, но также и 
ее длиной. В связи с этим в дальнейшем мы бу-
дем называть эти резонансы геометрическими.  
Мы продемонстрировали антенный эффект в 
УНТ, который заключается в том, что отклик ан-
тенны на внешнее электромагнитное излучение 
максимален при подходящем согласовании дли-
ны антенны и длины волны облучающего поля. 

Необходимо отметить, что внедрение при-
месей смещает положение резонансов, а также 
их усиливает. Следовательно, легирование УНТ 

Рис. 2. Расчетные частотные зависимости реальной (а) и мнимой (б) частей комплексной 
проводимости УНТ (6,6) без примесей (1) и содержащих примеси 1N (2), 2N (3), 1B (4), 2B (5). 

Время релаксации τ = 3·10–12 c
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улучшает их антенные характеристики. Для бо-
лее детального исследования влияния примесей 
на характеристики антенны на основе УНТ мы 
рассчитали антенную эффективность на часто-
тах, соответствующих частотам геометрических 
резонансов.  В длинноволновом режиме антен-
ная эффективность УНТ будет эквивалентна 
эффективности дипольной антенны длины L 
с сопротивлением Rdipна единицу длины:

 
( )2

/
,

/ 3 / 8dip

L

L cR

λ
η =

λ + λ π
 (3)

где λ – длина волны облучающей электромаг-
нитной волны, с – скорость света в вакууме, 
Rdip = Re[1/2πRcnσ]. 

Результаты вычислений антенной эффек-
тивности представлены в табл. 2. Как видно 

Рис. 3. Расчетные частотные зависимости поляризуемости УНТ (6,6) в диапазонах 10 – 40 ТГц (а) 
и 40 – 80 ТГц (б). Длина нанотрубки L = 1 мкм;    УНТ без примесей (1) и с примесями  2N (2) и  2B (3)  

Та б л и ц а  2

Влияние примесей на основные параметры резонанса и эффективность антенн на основе УНТ (6,6)  

Примесь

Основные параметры резонанса Антенная эффективность
η, 10–5  ω, ТГц Imα, 10–14 см3

I II I II I II

– 18,22 51,5 36,3 1,33 6,5 53

1N 14,00 39,59 27,8 1,02 2,3 18

2N 21,22 59,96 42,1 1,55 12 96

1B 19,38 54,80 38,6 1,42 8,4 67

2B 23,67 67,16 47,3 1,74 19 151

I, II – первый и второй резонансы
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из этой таблицы,  внедрение двух примесных 
атомов бора на элементарную ячейку УНТ при-
водит к существенному (в три раза) увеличению 
эффективности антенн на основе УНТ. Таким 
образом, можно сделать окончательный вывод 
о том, что введение атомов примесей служит 
эффективным способом улучшения характе-
ристик антенн на основе УНТ. 

Тепловое излучение УНТ

Проблема электромагнитной совместимо-
сти будущих наноэлектронных устройств на 
основе УНТ в настоящее время еще мало иссле-
дована, хотя ее решение существенно для их эф-
фективного функционирования. Для решения 
данной проблемы необходимо знать источники 
возможных шумов в данных устройствах. Од-
ним из возможных источников помех являет-
ся тепловое излучение УНТ. В данном разделе 
была рассчитана мощность теплового излуче-
ния УНТ длины L и температуры T. Для расчета 
характеристик теплового излучения УНТ была 
использована флуктуационно-диссипационная 
теорема в форме Каллена – Велтона [14]. Было 
показано, что в длинноволновом пределе в дан-
ной зоне мощность теплового излучения УНТ 
будет иметь следующий вид: 

 
[ ]

( )

4

3
B

4 Im
,

3 exp / 1
I

c k T
ω ρ

ω α
=

 ω − 
u

ℏ

ℏ
 (4)

где uρ  – единичный вектор сферического базиса 
с началом координат в геометрическом центре 
УНТ. 

Результаты вычисления мощности тепло-
вого излучения УНТ с примесями и без них 
представлены на рис. 4. При вычислениях дли-
на УНТ предполагалась равной 1 мкм, а тем-
пература  – 300 K. Видно, что спектры мощ-
ности теплового излучения УНТ также имеют 
резонансный характер. При этом положения 
резонансов в спектрах мощности теплового из-
лучения совпадают с их положениями в спек-
трах поляризуемости. Следовательно, хотя на 
резонансах интенсивность сигнала антенн на 
основе УНТ будет наибольшей, шум на резо-
нансах тоже сильно возрастает. И в связи с тем, 
что значение мощности теплового излучения 
снижается с увеличением номера резонанса 
медленнее, чем значения поляризуемости, от-
ношение сигнал/шум будет расти с увеличени-
ем этого номера. Соответственно, наибольшая 
эффективность антенн на основе УНТ будет 
достигнута на частоте первого геометрического 
резонанса.

   Рис. 4. Расчетные зависимости мощности теплового излучения УНТ (6,6);
   УНТ без примесей (1) и с примесями  2N (2) и  2B (3)
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Наличие резонансов в спектрах теплового 
излучения УНТ позволяет рекомендовать их в 
качестве тепловых наноантенн. В этом случае 
возбуждение антенны будет осуществляться пу-
тем нагрева УНТ постоянным электрическим 
током, а модуляция сигнала – посредством на-
грева УНТ переменным электрическим током. 
Из данных, представленных на рис. 4, видно, что 
при химическом модифицировании УНТ мощ-
ность теплового излучения на резонансе сильно 
возрастает. Таким образом, можно рекомендо-
вать внедрение примесей для улучшения эф-
фективности тепловых антенн на основе УНТ.

Итак, в работе объединены методы расче-
та функций электромагнитного отклика УНТ c 
методом ЛПЦВ-расчета ее зонной структуры. 

Данные методы применены к исследованию вли-
яния химической модификации УНТ атомами 
бора или азота на антенные характеристики 
УНТ. Продемонстрировано, что 8 %-е  замеще-
ние атомов углерода атомами бора и азота приво-
дит к существенному увеличению проводимости 
УНТ и ее антенной эффективности. Показано, 
что легирование УНТ положительно сказыва-
ется на эффективности тепловых наноантенн 
на основе УНТ. 

Все результаты были получены в ходе вы-
полнения государственного контракта № 
16.513.11.3051  в рамках ФЦП «Исследования 
и разработки по приоритетным направлениям 
развития научно-технологического комплекса 
России на 2007–2013 годы».
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ПРИБОРЫ И ТЕХНИКА ФИЗИЧЕСКОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Флуоресцентная микроскопия находит 
широкое применение в биологии для ис-
следования разнообразных биологических 
структур. Однако волновая природа света 
ограничивает разрешение этого метода ве-
личиной около λ/(2NA), где λ – длина волны 
флуоресценции, а NA – числовая апертура ис-
пользуемого объектива. За последние 20 лет 
был предложен целый ряд методов, позволяю-
щих обойти дифракционный предел разрешения 
флуоресцентной микроскопии [1–5]. Реализация 
многих из этих методов представляет сложную 
техническую задачу и требует значительных фи-
нансовых затрат. Наиболее легко на практике ре-
ализуются методы локализационной микроско-
пии (ЛМ), для использования которых требуется 
лишь незначительная модификация флуорес-
центного микроскопа. К тому же ЛМ позволяет 
достичь наиболее высокого разрешения из всех 
существующих на данный момент методов суб-
дифракционной флуоресцентной микроскопии.

Несмотря на это, реализация и тестирова-
ние методов ЛМ не является тривиальной за-
дачей. Целью данной работы была выработка 
рекомендаций, которые должны существенно 
облегчить создание новых ЛМ-установок на 
базе серийных флуоресцентных микроскопов, 
на основании опыта, полученного при модер-
низации флуоресцентного микроскопа, явля-
ющегося частью установки FA-1 «Лазерный 
пинцет», для осуществления ЛМ.

УДК 57.086.2 

А.В. Сабанцев, Г.Е. Побегалов, С.В. Мурашов, 

А.С. Мельников, М.А. Ходорковский

МОДЕРНИЗАЦИЯ ФЛУОРЕСЦЕНТНОГО МИКРОСКОПА
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ БИОЛОГИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

С СУБДИФРАКЦИОННЫМ РАЗРЕШЕНИЕМ

В основе ЛМ лежит возможность определе-
ния положения точечного объекта (его размер 
много меньше длины волны регистрируемого 
света) по его изображению с субдифракцион-
ной точностью при условии, что оно не пере-
крывается с изображениями других объектов. 
Зная, что в формировании изображения при-
нимала участие только одна молекула, можно 
определить ее положение с точностью, зави-
сящей от отношения сигнал/шум в изображе-
нии молекулы и достигающей 1 нм, что легло в 
основу методики FIONA (Fluorescence Imaging 
with One Nanometer Accuracy) [6].

Таким образом, для получения субдифрак-
ционного изображения объекта необходимо 
проводить регистрацию флуоресценции раз-
личных молекул так, чтобы дифракционные 
изображения отдельных молекул не перекры-
вались. Флуоресценцию единичных молекул 
можно дискриминировать либо спектрально 
[7 –�9], либо во времени [1, 4, 5]. В настоящее 
время повсеместно используется второй спо-
соб.

Такой подход предполагает получение се-
рии кадров, в каждом из которых регистри-
руется флуоресценция лишь небольшой доли 
флуоресцентных молекул, количество которых 
достаточно мало, чтобы их дифракционные 
изображения не перекрывались. Эта серия изо-
бражений далее обрабатывается при помощи 
компьютерного алгоритма, который  обнару-
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живает изображения отдельных молекул и ло-
кализует их (например, по методу центра масс 
или аппроксимации функцией Гаусса). В итоге 
формируется таблица, содержащая положения 
всех локализованных молекул. Получаемое суб-
дифракционное изображение объекта является 
графической репрезентацией данной таблицы.

Материалы и методы

Для осуществления ЛМ неинвертирован-
ный микроскоп AxioImager.Z1 (Carl Zeiss), яв-
ляющийся частью лазерного комплекса FA-1 
«Лазерный пинцет», был дооснащен DPSS-
лазерами производства ALTECHNA с рабочи-
ми длинами волн 532 и 473  нм (мощность  – 
100  мВт, ТЕМ00, поляризация линейная), а 
также лазером мощностью 50 мВт с длиной 
волны 405 нм. Ввод излучения с длинами волн 
532 и 473 нм в микроскоп осуществлялся через 
резервный порт микроскопа с помощью по-
ляризационного кубика. Излучение с длиной 
волны 405  нм вводилось через порт для све-
товода лампы возбуждения флуоресценции. 
Для регистрации флуоресценции использо-
вались два набора фильтров Filter Set: 10 и 20 
(Carl Zeiss). Входной фильтр в Filter Set 20 был 
демонтирован, поскольку он не пропускает 
излучение с длиной волны 532 нм.

Оптическая система настраивалась таким 
образом, что при работе с объективом 100× 
лазерами освещалась область в фокальной пло-
скости диаметром около 40 мкм. Это позволило 
получить среднюю освещенность до 4,0 кВт/см2 
в плоскости объекта для излучения с длинами 
волн 473 и 532 нм, а также 2,0 кВт/см2 для из-
лучения с длиной волны 405 нм.

Во всех экспериментах использовался мас-
ляный иммерсионный объектив с числовой 
апертурой 1.46 «Plan-Apochromat» 100x/1.46 
Oil DIC от фирмы Carl Zeiss. Для регистрации 
флуоресценции использовалась охлаждаемая 
ПЗС-камера с матрицей 1024×1024 пикселя и 
физическим размером пикселя 13 мкм, осве-
щаемая со стороны подложки (Back-illuminat-
ed EM-CCD) Cascade II 1024 от Photometrics. 
ПЗС-матрица охлаждается элементом Пельтье 
до −55 °C. Схема установки приведена на рис. 1. 
Установка для ЛМ смонтирована на антивибра-
ционном оптическом столе с пневмоподвеской 
NewPort.

Подробное исследование влияния масшта-
ба изображения на ПЗС-камере и отношения 
сигнал/шум на точность локализации молекулы 
было проведено в работах [10 – 12]. Было по-
казано, что отношение сигнал/шум в изобра-
жении отдельной молекулы является основным 
фактором, определяющим достигаемое разре-
шение. В связи с этим использование высоко-
чувствительной, низкошумящей ПЗС-камеры 
с высокой квантовой эффективностью крайне 
важно для ЛМ, и  лучше всего подходят для 
этой цели охлаждаемые ПЗС-камеры, освеща-
емые со стороны подложки (back-illuminated 
EM-CCD). 

При выборе объектива и ПЗС-камеры сле-
дует учитывать два обстоятельства. Во-первых, 
для успешной реализации ЛМ необходим объ-
ектив с высокой разрешающей способностью 
(иммерсионный, с числовой апертурой 1,  2 
или более). Во-вторых, микроскоп должен 
обеспечивать масштаб изображения на ПЗС-
матрице в пределах от 50 до 150 нм/пиксель [11, 
12]. Следует также уделить особое внимание 
подавлению вибраций. Установка должна быть 
смонтирована на виброизолирующем столе с 
пневмоподвеской.

Для обеспечения метода ЛМ в фокальной 
плоскости необходимо создать плотность излу-

Рис. 1. Схема экспериментальной установки для 
локализационной микроскопии:

 1 – зеркала, 2 – дихроическое зеркало, 3 – линзы,
 4 – нейтральные фильтры, 5 – поляризационный куб,

 6 – объектив микроскопа, 7 – тубусная линза микроско-
па, 8 – ПЗС-камера, 9 – набор фильтров для регистрации 
флуоресценции, 10, 11 – предметное и покровное стекла
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чения в несколько кВт/см2. Размер освещаемо-
го участка должен быть больше размера иссле-
дуемого объекта. В связи с тем, что последние  
обычно не превышают 5 – 10 мкм, размер ос-
вещаемой области 30–40 мкм является доста-
точным. Стоит отметить, что для осуществле-
ния ЛМ не предъявляется особых требований к 
стабильности источника света и однородности 
освещения, поскольку небольшие изменения 
освещенности (около 5–10 %) приводят к не-
значительному изменению времени, в течение 
которого молекулы флуорофора находятся во 
флуоресцентном состоянии и практически не 
влияют на точность локализации [13 – 15]. По-
ляризация возбуждающего излучения в боль-
шинстве практических случаев исследования 
биологических объектов не оказывает влияния 
на разрешение (подробный анализ можно най-
ти в работе [16]). Таким образом, для реализа-
ции метода ЛМ можно использовать недорогие 
непрерывные диодные и DPSS-лазеры (стои-
мость менее 20000 руб.) и даже лазерные указки 
(стоимость от 3000 до 10000 руб.). Необходимая 
мощность составляет 50 – 200 мВт.

Важными шагами в создании установки для 
ЛМ являются определение аппаратной функ-
ции микроскопа во флуоресцентном режиме и 
величины разрешения, достигаемого в режи-
ме ЛМ. Для получения аппаратной функции 
необходимы яркие точечные флуоресцентные 
объекты, жестко закрепленные на поверхности 
покровного стекла; для этих целей хорошо под-
ходят квантовые точки и флуоресцентные ми-
кросферы малого диаметра (например 40 нм). 
В данной работе использовались покрытые 
стрептавидином квантовые точки QDot585 
(Invitrogen), закрепленные на поверхности 
покровного стекла, покрытого полистиролом 
ПСМ-115Н (Нева-Реактив). Размер кванто-
вых точек составляет 20  нм. Для тестирова-
ния микроскопа в режиме ЛМ и определения 
разрешения использовались молекулы ДНК 
бактериофага λ (NEB), окрашенные YOYO-1 
(Invitrogen) и выпрямленные на поверхности 
покровного стекла. Линейность ДНК позволя-
ет легко оценить достигнутое разрешение как 
ширину на полувысоте поперечного сечения 
через изображение ДНК.

Для закрепления молекул ДНК на покров-
ном стекле был выбран метод, описанный в ра-

боте [17], с использованием покровного стекла, 
покрытого полистиролом по методу центри-
фугирования. λ-ДНК Fermentas (10 пМ) в бу-
фере PBS инкубируется 15 минут с красителем 
YOYO-1 (Invitrogen) в концентрации 200  нМ. 
Покровное стекло при вращении промывается 
двумя миллилитрами воды MilliQ и высушива-
ется в течение одной минуты по методу центри-
фугирования (скорость вращения 3000 об/мин). 
60 мкл полистирола в дихлорметане (концен-
трация раствора 5 мг/мл) наносится по методу 
центрифугирования (в течение 30 секунд при 
скорости 3000 об/мин) на поверхность покров-
ного стекла. На подготовленную таким обра-
зом поверхность наносится 100  мкл раствора 
ДНК, и препарат инкубируется в течение че-
тырех  минут. Затем стекло центрифугируется 
при той же скорости вращения, при этом на 
стекло наносится 2 мл воды MilliQ для удаления 
несвязавшихся молекул. Покровное стекло по-
мещается обработанной поверхностью вниз на 
предметное стекло с каплей 10 мкл буфера GOC 
(500 мкг/мл глюкозоксидазы (Sigma), 50 мкг/мл 
каталазы (Sigma), 10 % глюкозы (Нева–Реак-
тив) в PBS) c 50 мМ дитиотритола, после чего 
камера герметизируется при помощи лака для 
ногтей.

Длина молекулы λ-ДНК составляет около 
16  мкм (48502 пары оснований). Молекула, 
окрашенная  YOYO-1, хорошо видна во флу-
оресцентном режиме микроскопа при осве-
щении ксеноновой лампой и использовании 
соответствующего набора фильтров.

Для осуществления локализационной ми-
кроскопии ДНК использовался лазер с рабочей 
длиной волны 473 нм, создающий в фокальной 
плоскости освещенность 2 кВт/см2 в области 
диаметром 40 мкм. После начала лазерного 
облучения образца записывалась последова-
тельность из 1000 кадров, которая использо-
валась для реконструкции ЛМ-изображения. 
Последняя осуществлялась с помощью алгорит-
ма QuickPALM [18], реализованного в виде пла-
гина для программы обработки изображений 
ImageJ [19] (плагин QuickPALM, а также ImageJ 
являются полностью бесплатными програм-
мами с открытым кодом). В этой программе 
реализован метод локализации, основанный 
на вычислении центра масс изображения моле-
кулы. Более высокой точности можно добить-
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ся, если использовать метод аппроксимации 
изображения молекулы двумерной функцией 
Гаусса, однако это требует существенно более 
трудоемких вычислений. Перед обработкой 
алгоритмом QuickPALM из изображения вы-
читалась низкочастотная компонента для кор-
рекции фона, а также осуществлялась высоко-
частотная фильтрация при помощи свертки с 
функцией Гаусса.

Результаты и  их обсуждение

Ширина на полувысоте графика аппарат-
ной функции микроскопа во флуоресцентном 
режиме, определенной при помощи квантовых 
точек, составила 320 нм (теоретический предел 
для используемого объектива  составляет 220 нм 
на длине волны 610 нм). При облучении лазе-
ром (473 нм) молекул ДНК, окрашенных YOYO-
1 и закрепленных на поверхности покровного 
стекла, с освещенностью объекта 2  кВт/см2

 , 
наблюдается эффект обратимого перехода мо-
лекул красителя в долгоживущее нефлуорес-
центное состояние.

В первый момент времени наблюдается вы-
сокая интенсивность флуоресценции, затем она 
быстро спадает, и наблюдается «мерцание» мо-
лекул YOYO-1, связанное с переходами молекул 
красителя в долгоживущее нефлуоресцентное 
состояние и обратно (рис. 2). Несмотря на ин-
тенсивно проводимые исследования в данном 

направлении, в настоящее время детальный 
механизм обратимого перехода многих красите-
лей (в том числе YOYO-1) в нефлуоресцентное 
состояние в световых полях с интенсивностью 
порядка единиц кВт/см2 остается неясным 
[20 – 22, 14, 23]. Однако для цианиновых краси-
телей было показано, что указанное состояние 
есть продукт фотохимического присоединения 
тиола к красителю [24].

На основании 1000 кадров молекулы ДНК 
при освещенности 2  кВт/см2, в которых на-
блюдалось «мерцание» отдельных молекул, уда-
лось реконструировать при помощи алгоритма 
QuickPALM изображение молекул ДНК с раз-
решением, намного превосходящим таковое в 
обычном флуоресцентном режиме.

Молекула ДНК является удобным модель-
ным объектом для ЛМ, так как представляет 
собой очень тонкий (толщина около 2 нм) ли-
нейный объект, в связи с чем получаемое раз-
решение можно легко определить как ширину 
на полувысоте (FWHM) поперечного профиля 
яркости изображения молекулы ДНК.

На рис.  3 представлены поперечные про-
фили яркости изображений ДНК в обычном 
и ЛМ-режимах. Видно, что ЛМ позволяет до-
стигнуть разрешения до 50 нм, что на порядок 
лучше обычного.

Итак, микроскоп Axio Imager.Z1, являю-
щийся частью установки FA-1 «Лазерный пин-
цет», был модернизирован для осуществления 
локализационной микроскопии.

На основе двух DPSS-лазеров с длинами 
волн 473 и 532 нм, работающих в непрерывном 
режиме, была изготовлена дополнительная 
система освещения, обеспечивающая плот-
ность излучения в фокальной плоскости до 
4кВт/см2 для обеих длин волн, при этом диа-
метр освещаемого участка составляет 40 мкм. 
Данная система позволяет освещать образец 
лазерными пучками одной или двух длин волн 
одновременно и может быть использована не-
зависимо от стандартной системы освещения 
образца, входящей в комплект микроскопа, 
или одновременно с ней. На основе диодного 
лазера (405 нм) реализовано облучение образ-
ца с плотностью излучения до 2 кВт/см2 (диа-
метр освещаемого участка составляет 40 мкм); 
при этом ввод излучения осуществляется через 
порт для световода лампы возбуждения флу-
оресценции.

Рис. 2. Примеры изображений молекул ДНК в обыч-
ном флуоресцентном режиме, полученных при про-
ведении эксперимента по лазерному (473 нм) осве-
щению объекта (1000 кадров): а – сразу после начала, 
б – последний примерно из 500 кадров, в – усреднен-

ное изображение по первым 300 кадрам
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Использование молекул ДНК в качестве 
тестового образца позволило определить раз-
решение микроскопа в ЛМ-режиме, которое 
составило около 50 нм, что почти на порядок 
выше, чем разрешение в обычном флуорес-
центном режиме.

Большинство современных исследователь-
ских микроскопов оснащаются подходящими 
для ЛМ ПЗС-камерами и монтируются на виб-
роизолирующих столах. В таком случае мо-
дернизация микроскопа для работы в режиме 
ЛМ состоит в изготовлении дополнительной 
системы освещения на основе лазеров, работа-
ющих в непрерывном режиме; данная система 
создает в фокальной плоскости плотность ос-
вещения более 2 кВт/см2 в области размером 
около 40 мкм. Такая модернизация требует 
относительно небольшого, по сравнению со 
стоимостью микроскопа, вложения средств, 
однако позволяет существенно расширить 

возможности измерительной системы. Мо-
дернизированный таким образом микроскоп 
позволяет использовать целый ряд методов 
локализационной микроскопии, в частности, 
основанных на фотоактивируемых или фото-
переключаемых белках или на «мерцании» 
распространенных флуоресцентных красите-
лей. Для обработки результатов может быть 
использована бесплатная программа обработ-
ки изображений с открытым кодом ImageJ с 
плагином QuickPALM.

Удобным объектом для тестирования ЛМ-
микроскопа являются молекулы ДНК бакте-
риофага λ, окрашенные при помощи краси-
теля YOYO-1 и выпрямленные на поверхности 
покровного стекла, покрытого полистиролом. 
Эти образцы достаточно просты в приготовле-
нии и позволяют легко определить разрешение 
микроскопа в режиме локализационной микро-
скопии.

Рис. 3. Изображение молекул ДНК (а), профили его яркости вдоль линий c–c и d–d 
(б, в, соответственно), полученные методом локализационной микроскопии (кривые 2); 
кривые 1 (б,в) – те же профили, полученные в обычном режиме на том же объекте (см. рис. 2,в)
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Основное промышленное назначение гене-
раторов – это получение плазменного потока 
для нагрева технологических объектов. Низко-
температурные генераторы плазмы в настоя-
щий момент используются достаточно широко, 
создан целый ряд конструкций плазмотронов 
переменного тока [1], предназначенных для 
переработки или уничтожения отходов [2], раз-
виваются технологии обработки материалов [3, 
4], резки металлов [5] и т. п.

В связи с этим обеспечение надежной рабо-
ты плазмотрона в течение длительного време-
ни, снижение стоимости изготовления и экс-
плуатационных затрат – задачи актуальные и 
требующие внимания, так как их выполнение 
позволит в дальнейшем получить новые конку-
рентные преимущества и обеспечить широкое 
внедрение плазменных техники и технологий в 
промышленность.

В технологических приложениях традици-
онно применяется модель плазмотрона пере-
менного тока со стержневыми электродами 
мощностью до 50 кВт как наиболее простая и 
востребованная [6, 7].

Особенностью данной конструкции явля-
ется ее высокая надежность, простота изго-
товления и стабильность рабочих параметров; 

для нее используется стержневая конструкция 
электродов [8]. 

Стержневой электрод размещается в водо-
охлаждаемом цилиндрическом канале 1, подача 
рабочего газа осуществляется тангенциально, а 
для формирования плазменной струи использу-
ется сужающееся коническое сопло 2 (рис. 1.).

Работа плазмотрона основана на следую-
щем принципе: между стенкой канала и на-
конечником электрода прикладывается вы-
сокое переменное напряжение (с амплитудой 
порядка нескольких киловольт, достаточной 
для самостоятельного пробоя минимального 
расстояния между электродом и стенкой кана-
ла). В зоне минимального расстояния между 
ними при достижении достаточной разности 
потенциалов возникает электрический пробой. 
Инициированная дуга под действием газо- и 
электродинамических сил движется в сторону 
сопла плазмотрона. Сначала дуга удлиняется в 
радиальном направлении по мере изменения 
зазора между стенкой камеры и наконечником 
электрода. Затем, когда одна из ее привязок 
достигает торца электрода и остается на нем, 
другая движется по стенке канала дальше и вы-
ходит на его наружную торцевую кромку; там 
она замыкается в воздухе с дугой другого канала. 
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Рис. 1. Высоковольтный плазмотрон переменного тока: а – общий вид; 
б – пример эксплуатации;

1 – водоохлаждаемый цилиндрический канал, 2 – сужающееся коническое сопло, 3 – электрод
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Это замыкание происходит, если длина канала 
плазмотрона меньше длины самоустанавлива-
ющейся дуги, и напряжение источника питания 
обеспечивает стабильную (без пауз тока) работу 
плазмотрона. При изменении полярности дуга 
вновь инициируется в насыщенном носителями 
зарядов канале дуги предыдущей части периода, 
а в случае погасания – опять в зоне минималь-
ного зазора между стенкой и наконечником 
электрода. Тангенциальный газовый поток ста-
билизирует дугу в осевой зоне канала, защищая 
стенки канала от ее термического воздействия.

Стержневой электрод выполнен в виде тела 
вращения и имеет общую ось с каналом, в кото-
ром устанавливается. Электрод состоит из двух 
основных элементов: изолятора и наконечника 
(рис. 2.).

Основная функция наконечника – обеспе-
чение стабильного зажигания дуги и работы 
плазмотрона в течение всего времени его экс-
плуатации. Зазор между стенкой цилиндриче-
ского канала и областью наконечника выбира-
ется в зависимости от условия самостоятельного 
пробоя, а также от напряжения, приложенного 
между электродами. Электрод выполнен так, 
что между уплотнительной втулкой и обла-
стью максимального диаметра наконечника (в 
осевом направлении) существует промежуток 
с меньшим диаметром. Таким образом, при 
установке в корпусе плазмотрона, между стен-
кой канала и электродом образуется кольцевая 
полость, ограниченная в осевом направлении 
уплотнительной (без зазоров) втулкой изоля-
тора с одной стороны и зоной максимального 
диаметра наконечника (с малым зазором) с дру-
гой. Эта полость играет роль вихревой камеры, 
в нее подается рабочий газ из тангенциально 
расположенного отверстия в стенке канала. 
Закрученный поток формируется в зоне при-
соединения наконечника электрода к изолято-
ру, обтекает зону минимального зазора между 
электродом и стенкой канала и движется в сто-

рону выхода из канала через коническое сопло.
Основными факторами [9], приводящими 

к износу поверхности электродов  низкотемпе-
ратурных плазмотронов, являются следующие 
воздействия:

термическое со стороны электрической 
дуги;

электроэрозионное;
коррозионно-окислительное (при исполь-

зовании воздуха в качестве рабочего газа).
В зоне непосредственного воздействия 

привязки электрической дуги на поверхность 
электрода возможен его локальный разогрев 
до температуры в несколько тысяч градусов. 
При перемещении пятна привязки  на поверх-
ности электродов могут появляться кратеры и 
их комплексы, возникать трещины и отколы 
вследствие термических и усталостных напря-
жений (рис. 3).

Поэтому для изготовления электродов 
достаточно часто используется медь, кото-
рая обладает высокой теплопроводностью и 
электропроводностью; это позволяет снизить 
потери на электросопротивление и эффектив-
но отводить тепло, выделяющееся в процессе 
горения дуги. Вместе с тем не стоит забывать, 
что для меди характерны сравнительно низкие 
температуры плавления (1083 °С) и испарения 
(2310 °С) и что ее показатели по длительности 
работы и удельной эрозии не являются очень 
высокими [13]:

Ток дуги, А………………………..….2,8
Удельная эрозия, г/Кл .………….2,78·10–4

Время наработки, ч…………….…25

Рис. 2. Конструкция стержневого электрода:
1 – проходной изолятор; 2 – сменный наконечник 

1 2

Рис. 3. Фотография поверхности 
электрода плазмотрона после несколь-

ких часов работы
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Очевидно, что приведенные результаты по 
долговечности электродов, изготовленных из 
меди, не могут быть признаны удовлетвори-
тельными для промышленного применения 
данной системы.

Чтобы увеличить время работы и уменьшить 
электроэрозионный износ материала электро-
да, целесообразно использовать композиции с 
добавками металлов, более тугоплавких, чем 
медь, например железа. Исследование компо-
зиционных материалов, содержащих микроча-
стицы железа, показывает, что микроизмене-
ние поверхности электрода под воздействием 
электрической дуги зависит от концентрации 
тугоплавкого компонента (железа) в данном 
микрообъеме материала. Наиболее медленно 
износ происходит на участках с наибольшей 
концентрацией железа, при этом внешние гра-
ницы исследуемых образцов имеют вид дуго-
образных линий неправильной формы, про-
ходящих по цепочке частиц железа [10]. Таким 
образом, добавки тугоплавких материалов в со-
став медной матрицы открывают перспективное 
направление усовершенствования материала 
электродов. В качестве же добавок может быть 
использовано не только железо, но и, например, 
хром. В табл. 1 по данным источников [11, 12] 
приведены сравнительные электро- и теплофи-
зические характеристики меди, железа и хрома.

Из данных, приведенных в табл. 1, следует, 
что хром обладает более высокой температурой 
плавления и испарения, а также более высоки-

ми значениями величин скрытой теплоты  плав-
ления и испарения, чем медь и железо, вслед-
ствие чего можно ожидать большего эффекта 
от его введения  при тех же концентрациях по 
сравнению с железом. 

Для выяснения степени влияния добавок 
тугоплавкого материала на долговечность и 
для разработки технологии создания материала 
(применительно к электроду) была выполнена 
серия ресурсных испытаний стержневых элек-
тродов для плазмотронов переменного тока. 

Первоначально были опробованы каркас-
ные карбидные композиционные материалы, 
содержащие медь. Каркасная структура (два 
взаимопроникающих каркаса – карбидный и 
металлический) представляет собой двухфазную 
систему. Была выдвинута гипотеза, что тугоплав-
кий, стойкий к окислению карбидный каркас 
удерживает в своих порах медь и таким образом 
при температурах выше точки плавления послед-
ней сохраняет работоспособность материала.

Для проверки этой гипотезы был поставлен 
ряд экспериментов. Их результаты (время рабо-
ты плазмотрона было приблизительно 10 часов) 
представлены на рис. 4.

Установлено, что при увеличении времени 
работы электрода эрозионный унос материала 
значительно возрастает. Наилучший результат, 
полученный для композиционного материала на 
основе карбида хрома с добавлением меди при 
длительности работы электрода около 40 часов, ха-
рактеризуется следующими значениями величин:

Та б л и ц а  1

Электро­ и теплофизические характеристики металлов для изготовления электродов

Физическая величина
Значение

Cu Fe Cr

Температура, °C
плавления
испарения

1083
2310

1535
2450

1900
1900

Теплоемкость, кал(г·град) 0,093 0,113 0,110

Скрытая теплота, кал/град
плавления
испарения

42
1146

49
1455

67
1603

Теплопроводность,
кал(см·с·град) 0,920 0,161 0,160

Удельное электросопротивление,
10–8 Ом·м 1,72 9,8 14,4
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Ток дуги, А……………………................6,7
Удельная эрозия, г/Кл………...........…9,8·10–6

Ввиду достаточно высокой стоимости и тех-
нологических ограничений на получение кар-
касных материалов, были проведены опыты с 
другими материалами, полученными методами 
порошковой металлургии. Результаты экспери-
ментов приведены в табл. 2.

Та б л и ц а  2

Экспериментальные результаты по использованию 

электродов из разных материалов

Состав материала
Длительность 

работы, ч
Ток дуги, 

А

Удельная 
эрозия, 

10–6 г/Кл 

70 %Cu + 30 %Fe ~ 40 6,9 3,2

Cu + CrC ~ 20 7,1 14,5

Таким образом, в работе получены следую-
щие результаты.

Определен фазовый состав композицион-
ных материалов медь – тугоплавкая добавка, 
соответствующий минимальному эрозионно-
му уносу, который можно считать оптималь-
ным для данных режимов работы плазмотрона. 

Экспериментально установлено, что ком-
позиционный материал состава железо – медь 
обладает наилучшими электроэрозионными 
показателями в данном диапазоне мощности  
плазмотрона переменного тока. 

При изготовлении электродов из порош-
кового композиционного материала состава 
70%Cu + 30%Fe получен ресурс работы плаз-
мотрона переменного тока более 100 часов при 
незначительной величине эрозионного уноса 
материала электрода – 3,8·10–6 г/Кл.

Рис. 4. Зависимость величины удельной эрозии от содержания меди 
в композиционном материале на основе карбида хрома при двух 

значения тока дуги, А: 4,5 (1) и 7,8 (2)
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Полупроводниковый детектор (ППД) из 
кремния – один из наиболее известных и ши-
роко используемых типов детекторов рент-
геновского излучения благодаря высокому 
энергетическому разрешению, позволяющему 
разделять линии характеристического излуче-
ния соседних элементов периодической систе-
мы с атомными номерами Z и Z + 1. Развитие 
технологии производства таких детекторов про-
исходит более полувека и продолжается до сих 
пор. Они используются во многих направле-
ниях, в том числе и в рентгенофлуоресцентном 
анализе (РФА). 

УДК 543.427.4, 519.24

А.П. Мороз, А.С. Серебряков, Я.А. Бердников 

ВЛИЯНИЕ КОНСТРУКТИВНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ 
КРЕМНИЙ-ЛИТИЕВОГО ДЕТЕКТОРА НА ФОРМУ 

АМПЛИТУДНОГО СПЕКТРА

Настоящая статья посвящена использова-
нию кремниевых ППД именно для целей РФА, 
хотя полученные результаты могут быть полез-
ны и для других применений.

Наиболее эффективным кремниевым детек-
тором является устройство  с  p – i – n-переходом 
и компенсацией примесной проводимости ли-
тием (Si(Li)). Толщина такого детектора может 
быть порядка  4 – 5 мм, что в принципе позво-
ляет регистрировать рентгеновское излучение 
с энергией примерно до 100 кэВ, перекрывая 
диапазон K-серий характеристических линий 
всех элементов периодической системы. 
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На рис. 1 показан спектр образца окиси ура-
на, полученный при его облучении источником 
57Co с энергиями основных линий 122 и 136 
кэВ и зарегистрированный Si(Li)-детектором 
площадью 20 мм2 и толщиной чувствительной 
области 3,5 мм. Аналогичный детектор исполь-
зуется в серийном  анализаторе  «X-Арт М»,  вы-
пускаемом  в  Санкт-Петербурге фирмой ЗАО 
«Комита». На спектре видны характеристиче-
ские линии урана, включающие K- и L-серии. 
Эффективность регистрации линий      K-серии 
урана с помощью Si(Li)-детектора толщиной 
3,5 мм – около 3 %.

Механизм формирования амплитудно-
го спектра детектора известен и достаточно 
прост. Падающий фотон образует вторичный 
электрон в чувствительной зоне детектора, ко-
торый тормозится в материале кристалла и об-
разует носители заряда – электрон-дырочные 
пары. Под действием приложенного внешнего 
электрического поля происходит сбор носите-
лей заряда на электродах, нанесенных на две 
поверхности кристалла, а возникающие при 
этом импульсы электрического тока или на-
пряжения во внешней цепи усиливаются, об-
рабатываются электроникой и записываются 
многоканальным анализатором [1]. Величина 

амплитуды электрического импульса и номера 
канала, в который она будет записана, прямо 
пропорциональны количеству образовавшихся 
в детекторе носителей заряда, а, следовательно, 
и величине энергии поглощенного фотона. Та-
ким образом, амплитудный спектр после кали-
бровки по энергии может быть преобразован в 
энергетический спектр фотонов, упавших на 
детектор.

Особенности конструкции 
кремний-литиевого ППД

В работе [2] описан способ моделирования 
рентгенофлуоресцентного анализатора «Х-Арт 
М», включающего источник на основе рент-
геновской трубки (РТ), образец и блок детек-
тирования на основе Si(Li)-детектора.  Там же 
показано, что спектры, полученные моделиро-
ванием, при напряжениях на аноде РТ свыше 
20 кВ плохо совпадают с экспериментальными 
в области низких энергий менее 5 кэВ.

 Типичный экспериментальный спектр в 
области менее 5 кэВ значительно выше рас-
четного и имеет тенденцию к повышению в 
область меньших энергий (рис. 2). Здесь рас-
четный спектр представляет собой спектр по-
терь энергии  фотонов E∆  от образца в чув-

  Рис. 1. Спектр образца U3O8 при облучении источником 57Co в коллиматоре из вольфрама; по-
казаны характеристические линии K- и L- серий урана и вольфрама; 14,4 кэВ – линия изотопа 57Co
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ствительном объеме детектора, имеющем 
форму прямого кругового цилиндра. Расчетный 
фон в области малых энергий образован фото-
нами, оставившими долю своей энергии в де-
текторе после некогерентного рассеяния. Та-
ким образом, ясно, что реальный эксперимент 
содержит некоторый значительный дополни-
тельный источник фона.

Наличие нелинейного низкоэнергетического 
фона вообще характерно для любых ППД, в том 
числе и при регистрации гамма-излучения де-
текторами на основе германия [3], когда граница 
этого фона сдвигается к величине около 20 кэВ. 

В рентгеновском диапазоне энергий этот 
вопрос важен как с точки зрения понимания 
процессов, происходящих в ППД, так и со сто-
роны  практической спектрометрии, в част-
ности в РФА наличие фона ухудшает пределы 
обнаружения элементов, линии которых ре-
гистрируются в этой области энергий. Кроме 
того, решение прямой задачи, а именно – точ-
ного  согласия экспериментальных и расчет-
ных данных, полученных при моделировании 
рентгенофлуоресцентного анализатора во всем 
диапазоне энергий, позволит решить обратную 
задачу:   определения количественного состава 
образца бесстандартным расчетным методом 
фундаментальных параметров. Этот же метод 
позволит оптимизировать конструкцию любых 
ППД под решение задач РФА.

В работе [3] предполагается, что расхожде-
ние экспериментального и расчетного спектров 
в низкоэнергетической области для детекторов 
из германия может быть связано с утечками 
вторичных электронов из чувствительного объ-
ема, например, за счет эффекта каналирова-
ния электронов в его приповерхностном слое.  
Однако данный эффект в случае относительно 
низких энергий рентгеновского диапазона не 
может играть существенной роли. 

Поэтому в настоящей работе внимание 
было сосредоточено только на возможном эф-
фекте неполного сбора заряда из тех областей 
кристалла детектора, которые ввиду конструк-
тивных особенностей представляют собой либо 
«мертвую» зону, либо «проблемную» зону с ос-
лабленным и (или) искаженным электрическим 
полем.

Схема криостата Si(Li) ППД с коллимато-
ром представлена на рис. 3.

Видно, что детектор имеет следующие осо-
бенности: выступающий из криостата берилли-
евый коллиматор 2 для увеличения эффектив-
ности регистрации легких элементов на воздухе, 
а также конструктивные детали для фиксации 
и тепловой защиты кристалла детектора в виде 
алюминиевого корпуса 3 и колпачка из нитрида 
бора 4. Сам кристалл детектора имеет сложную 
форму и дополнительные окружающие кон-
струкции, которые также могут повлиять на 

Рис. 2. Сравнение экспериментального (1) и расчетного (2) спектров образца из работы [2], содер-
жащего железо, никель, хлор в углеродной матрице;  рентгеновская трубка с серебряным анодом



107

Приборы и техника физического эксперимента

форму спектра. Это  «плечики» 8 кристалла, 
прижимной электрод с фторопластовым кол-
пачком 7 с обратной стороны, а также боковая 
приповерхностная зона кристалла 9, выделен-
ная на рисунке. 

Влиянием эффекта обратного рассеяния 
от фторопластового колпачка 7 можно прене-
бречь, поскольку расчеты показывают малую 
вероятность такого процесса при заданных ус-
ловиях экспериментов. 

Чувствительная зона 5 кристалла детектора 
глубиной 3,5 мм – это область хорошего сбора 
зарядов. Зона 6 с абсолютной толщиной 0,5 мм  
расположена за зоной 5, где после диффузии 
осталось много лития, и является зоной пло-
хого сбора, а зоны 8 и 9, где поле существенно 
иное, чем в основной зоне 5, соответствуют 
области неполного сбора, что позволяет считать 
их «проблемными».

Хороший сбор зарядов в чувствительной зоне 
5 кристалла  обусловлен однородностью элек-
трического поля, приложенного в направлении 
оси детектора. При этом канавка под зоной 8 
выравнивает поле на небольших глубинах, отсчи-
тываемых от входной поверхности кристалла. 

Относительно неполного сбора из зоны 6 
можно сказать, что при энергиях до 30 кэВ в 
спектре РТ (рассмотрены в работе [2]) коли-
чество поглощенных фотонов в этой дальней 
зоне (3,5 – 4,0 мм от входной поверхности кри-
сталла детектора) ничтожно мало. При таких 
энергиях более 95 % актов выделения энергии 
происходят в приповерхностной части кри-
сталла детектора, на глубинах менее 1 мм. Это 
объясняется тем, что число фотонов с энергией 
от 20 до 30 кэВ, которые потенциально могут 
рассеяться на образце и достичь этой зоны, 
пренебрежимо мало в падающем на образец 
излучении РТ. 

Таким образом, в этом случае даже при на-
личии эффекта неполного сбора заряда поте-
рянная энергия в глубокой зоне 6 детектора не 
дает существенного вклада в форму конечного 
амплитудного спектра. Но этот эффект может 
иметь место при больших энергиях (свыше 
50  кэВ), когда число актов потерь энергии в 
дальней зоне детектора относительно велико; 
такая задача будет рассмотрена в отдельной ра-
боте. На спектре рис. 1 отчетливо видно резкое 
возрастание общего фона (особенно в области 
малых энергий) при регистрации фотонов вы-
соких энергий; оно связано с выносом части 
энергии из чувствительного объема детектора 
как за счет неупругого рассеяния фотонов, так 
и за счет неполного сбора заряда, в том числе  
из этой зоны 6. 

Принципиальное описание сбора зарядов 
из цилиндрической приповерхностной зоны 9 
дано в монографии [4]. Там указано, что сило-
вые линии поля, которые в центре детектора 
идут параллельно его оси, могут выходить на 
боковую поверхность кристалла, обуславливая 
тем самым неполный сбор заряда для  фотонов, 
которые проникли на большую глубину в детек-
тор и оказались вблизи этой поверхности. Это 
приводит к появлению протяженного «хвоста» 
в диапазоне от минимально регистрируемого 
значения до максимального в спектре излуче-
ния, падающего на детектор. 

При тех размерах, которые характерны для 
кремниевых ППД, критическое значение энер-
гии фотонов составляет, согласно результатам 
работы [4], 15 кэВ. Это означает, что фотоны 
с большей энергией, проникая глубже, могут 
участвовать в процессе с неполным сбором за-
ряда в зоне 9. 

Рис. 3. Конструкция Si(Li) ППД с коллиматором:
1 – вакуумный объем криостата, 2 – бериллиевый колли-
матор, 3 – легкий алюминиевый корпус, 4 – колпачок из 
нитрида бора, 5 – чувствительная зона кристалла (полного 
сбора заряда), 6 – «мертвая» зона детектора, 7 – фторо-
пластовый колпачок, 8  –  «плечики» кристалла детектора 
(конструкционная зона для передачи низкой температуры), 

9 – приповерхностная  боковая зона кристалла
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Неполный сбор заряда из «мертвого» слоя 
со стороны окна ППД рассматривался в работах 
[5, 6] (в изучаемом их авторами  детекторе этот 
слой составлял не более 1 мкм). Однако до сих 
пор не исследовался  вопрос об участии фото-
нов больших энергий в процессе неполного 
сбора заряда из зоны «плечиков» кристалла 8. 
Так, в работе [7] вообще предполагается, что из 
этой зоны сбора зарядов нет.

Данная зона технологических «плечиков» 
8 является кольцом с минимальным и макси-
мальным радиусами 2,5 и 4,5 мм соответственно 
и высотой около 1 мм. Эта зона (см. рис. 3) 
прикрыта легкими конструкционными мате-
риалами (корпус из алюминия 3 и колпачок 
из нитрида бора 4); таким образом, фотоны с 
энергией менее 15 кэВ практически в нее не 
попадают. Но если энергия фотонов становится 
больше, они в ней активно поглощаются. 

В отличие от поглощения в приповерхност-
ной зоне 9, здесь неполный сбор зарядов может 
привести к более значительным потерям. И в 
этом случае существенный фон или «хвост» 
должен появиться ближе к минимальным энер-
гиям, что и наблюдается экспериментально (см. 
рис. 2).

Как показывает моделирование, прямое по-
падание фотонов из образца в зону «плечиков» 8 
происходит в основном благодаря их прохожде-
нию сквозь материал коллиматора (бериллий) в 
его нижней части – ближней к кристаллу – под 
относительно большими углами к оси детек-
тора.

На рис. 4 представлены расчетные распреде-
ления числа актов поглощения энергии в объ-
еме детектора (включена  зона 8). Распределе-

ние на  рис. 4,а соответствует случаю падения 
фотонов только на поверхность зоны 5, при 
этом их часть все же попадает в зону 8 после ко-
герентного и некогерентного рассеяния в зоне 
5. Распределение на рис. 4,б учитывает прямое 
попадание фотонов в зону 8 через конструкции 
коллиматора и колпачков 3, 4.

Неполный сбор заряда

Как было указано выше, в зоне «плечи-
ков» 8 детектора и приповерхностной боковой 
зоне 9 кристалла из-за искажения силовых ли-
ний электрического поля могут происходить 
процессы неполного сбора заряда. При этом 
оставленная в этих зонах энергия будет реги-
стрироваться  в спектр с определенным коэф-
фициентом, меньшим единицы. К сожалению, 
в данном случае трудно определить, как этот 
коэффициент должен зависеть от координаты 
акта выделения энергии. Для сравнения отме-
тим, что в работе [8], где решается одномерная 
задача, предполагается его линейное изменение  
внутри некоторой плоской приповерхностной 
«проблемной» зоны. По аналогии можно пред-
ставить, что в зоне 9 этот коэффициент падает 
линейно в зависимости от радиуса точки вы-
деления энергии. Но, как будет показано далее, 
при тех энергиях фотонов, которые рассмотре-
ны в настоящей работе, зона 9 не вносит столь 
существенного вклада в наблюдаемый спектр.

С другой стороны, хорошо наблюдаемый 
эффект искажения экспериментальных спек-
тров в области малых энергий до 5 кэВ позво-
ляет высказать предположение, что в зоне «пле-
чиков» 8 указанный коэффициент имеет 
величину порядка 0,1. При этом вклад смещен-

Рис. 4. Распределение числа актов выделения энергии по объему детектора  без учета (а) и с учетом 
(б) его конструктивных особенностей;  z и r – расстояния от поверхности (вглубь) и от оси детектора; 

распределения соответствуют спектрам 2 на рис. 2 и 6
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ных в низкоэнергетическую область амплитуд 
по форме представляет собой функцию F  от 
потерь энергии E∆ , близкую к экспоненте с 
отрицательным показателем:

 ( ) exp( )F E A B E∆ = ⋅ − ⋅∆ , (1)

где A и B – числовые коэффициенты.
Спектр такой формы обычно возникает в 

случае, когда он обусловлен большим количе-
ством независимых случайных процессов, на-
пример, он характерен для энергий электронов, 
выходящих из канала умножения микроканаль-
ной пластины. При таком спектре система не 
обладает энергетическим разрешением.

Таким образом, очевидно, что, во-первых, 
нужно сопоставить расчетную величину пол-
ных потерь энергии в зоне 8 с наблюдаемой 
площадью в зоне «хвоста» (1), а во-вторых, 
интерпретировать характерную форму этого 
«хвоста».

Моделирование реальной геометрии

Под расчетной величиной полного выделе-
ния энергии totE∆  следует понимать сумму про-
изведений энергий iE∆ , оставленных фото-
нами в данной зоне, на вероятности Pi 
взаимодействия фотонов в этой зоне:

 tot i iE P E∆ = ⋅∆∑ , (2)

где суммирование идет по числу взаимодей-
ствовавших фотонов.

Кривая 1 на рис. 5 показывает, как для «про-
блемной» зоны 8 меняется отношение R1 этой 
величины totE∆  к максимальной выделенной в 
зоне энергии maxE∆  в зависимости от гранич-
ной энергии Eгр спектра РТ:

 1
max

totE
R

E

∆
=
∆

, (3)

где maxE∆  соответствует максимальному зна-
чению Eгр.

Кривая 2 на этом же рисунке показывает  
одновременное поведение относительной пло-
щади фона в экспериментальном «хвосте» R2, 
найденное как отношение разности площадей 
экспериментального и расчетного спектров в 
диапазоне от 1 до 5 кэВ к ее максимальному 
значению: 
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где величина ( )эксп расч max
S S− соответствует 

максимальному значению Eгр.
Видно, что зависимости этих двух величин 

от Eгр практически совпадают. График демон-
стрирует факт того, что площадь спектра в низ-
коэнергетичной части от 1 до 5 кэВ имеет такую 
же тенденцию изменения от граничной энергии 
на РТ, как и величина выделения энергии в зоне 
«плечиков» 8. Это подтверждает высказанное 
предположение о значительной роли зоны 8 в 
формировании низкоэнергетического «хвоста» 
в экспериментальных спектрах.  

Сбор заряда из этой зоны столь необычен 
скорее всего по той причине, что силовые линии 
поля здесь хаотично замыкаются на внешней 
поверхности кристалла, обуславливая краткое 
движение носителей заряда вдоль них и приводя 
в основном  к появлению импульсов с малыми 
амплитудами. Этому же может способствовать 
и наличие ловушек в материале «плечиков» де-
тектора, предопределяющее захват носителей 
заряда в процессе сбора.

Как следствие, конечное распределение ам-
плитуд из этой зоны имеет экспоненциальную 
форму (1). Параметр B распределения (1) может 
быть найден из эксперимента, и он слабо за-
висит от величины Eгр.

В итоге моделирование правильного фона 
сводится к вычислению потери энергии iE ′∆  в 
«проблемной» зоне, если фотон попал в нее, и 
к добавлению статистического веса этого фото-
на в канал искомого спектра, соответствующий 
потере энергии

 i iE k E′∆ = ⋅∆ , (5)
   Рис. 5. Зависимость отношений R1(1) и R2 (2) от 

граничной энергии рентгеновской трубки
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где 1k <  – коэффициент сбора заряда из дан-
ной зоны, зависящий от координат. 

Однако для зоны «плечиков» 8, где этот ко-
эффициент неизвестен, предпочтительно вы-
бирать величину iE ′∆  из распределения (1):

 
1

lniE
B

′∆ = − ⋅ ξ , (6)

где ξ  – случайное число, равномерно распре-
деленное на промежутке (0, 1).

Для проверки влияния конструктивных осо-
бенностей и эффекта частичного сбора заряда 
из «проблемных» зон детектора на форму полу-
чаемого спектра была проведена серия расчетов 
по моделирующей программе. Расчеты прово-
дились для случая полного выделения энергии 
в цилиндрической чувствительной зоне детек-
тора без учета конструктивных особенностей 
(аналогично работе [2]) и при наличии полного 
и частичного выделения энергии в детекторе с 
учетом указанных особенностей. 

Для того чтобы оценить баланс неполного 
сбора заряда раздельно из зон 8 и 9, расчеты 
выделения энергии в этих областях были про-
ведены для тех же условий, что и в предыдущей 
работе [2]. Согласно источнику [4], показатели 
качества детекторов с коллимационным коль-
цом и без такового сравниваются при площа-
ди коллимационного отверстия менее 50 % от 
площади чувствительной поверхности детек-
тора. Таким образом, в случае моделирования 
актов выделения энергии в зоне 9 поверхность 
частичного сбора заряда была задана как коль-
цо, площадь которого составляет 50 % от за-
явленной чувствительной площади кристалла 
детектора.

Оказалось, что в условиях поставленного 
эксперимента зона 9 не вносит существенно-
го вклада в изменение формы амплитудного 
спектра.

Расчетные спектры имеют статистику по-
рядка 109 историй первоначальных фотонов 
(порядка 105 событий в детекторе); нормировка 
результатов производится по площади экспери-
ментальных спектров. 

Результаты расчетов представлены на 
рис. 4 – 6. Спектр 1 на рис. 6 получен экспери-
ментально в следующем  режиме: напряжение 
на аноде РТ – 30 кВ, ток анода – 20 мкА, время 
измерения – 600 с, диаметр коллимационной 

диафрагмы – 8 мм, загрузка детектора состав-
ляла около 4500 имп/с. 

Как и ранее, спектр 2 на рис. 6 получен в 
результате работы моделирующей программы.  
При расчете этого спектра учитывались кон-
структивные особенности блока детектирова-
ния в виде бериллиевого коллиматора 2, алю-
миниевого корпуса 3, колпачка из нитрида бора 
4, зоны «плечиков» 8 кристалла. Сбор заряда из 
этой «проблемной» зоны 8 рассчитывался по 
формуле (6). По изложенным выше причинам, 
сбор заряда из приповерхностной зоны цилин-
дра кристалла 9 считался полным  и «мертвая» 
зона детектора 6 в расчете не учитывалась.

Таким образом, можно сделать вывод, что 
при моделировании работы Si(Li) ППД для 
получения правильной формы амплитудного 
спектра необходимо учитывать не только вну-
тренние конструктивные особенности детек-
тора конкретного типа, но и эффект неполного 
сбора заряда из «проблемных» зон кристалла 
детектора. Этот эффект неполного сбора про-
является в «мертвых» зонах и в областях с ослаб-

Рис. 6. Сравнение экспериментального (1) и рас-
четного (2) спектров образца (низкоэнергетичный 
диапазон), содержащего железо, никель, хлор в угле-

родной матрице;
спектр 2 рассчитан с учетом конструктивных особенно-
стей блока детектирования и с выделением энергии по 
формуле (6) в зоне «плечиков» 8; рентгеновская трубка с 

серебряным анодом
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ленным и (или) искаженным электрическим 
полем кристалла.

После учета этого эффекта некоторые менее 
значительные расхождения расчетных и экс-
периментальных спектров можно объяснить 
ошибками в задании аналитического вида 
функции сбора из «проблемных» зон. Однако 
очевидно, что эффект частичного сбора есть и 
спектры, рассчитанные при его учете, значи-
тельно ближе к экспериментальным.  

Наиболее реалистичной является модель 
Si(Li) ППД, которая корректно учитывает сбор 
заряда из всех зон объема кристалла и одно-
временно адекватно описывает особенности 
конструкции детектора.

Для устранения эффекта искажения спек-
тров в области малых энергий предлагается 
расположить подряд над колпачком 4 (см. рис. 
3) три защитные шайбы из набора материалов 
с последовательным понижением значения Z: 
из тантала, меди и титана толщиной соответ-
ственно 20, 30 и 40 мкм. Такая мера позволит 
предотвратить прямое проникновение фотонов 
высоких энергий в зону 8. Оптимизация значе-

ний  толщины будет проведена в дальнейшем  с 
помощью моделирующей программы. 

Одновременно с зоной 8 при любых гранич-
ных энергиях РТ существенный вклад в низко-
энергетическую часть регистрируемого спектра 
вносит приповерхностный мертвый слой со 
стороны окна детектора [8]. Этот эффект смо-
делирован нами аналогично моделированию, 
проделанному  в работе [8], а также с учетом 
переноса вторичных электронов в пределах это-
го слоя толщиной порядка 1 мкм. В дальнейшем  
будет определен точный баланс между вкладами 
этих двух зон в указанную часть спектра.
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матических наук  А.Д. Соколова, технического 
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блока Si(Li) ППД и обсуждение полученных 
результатов, а также кандидата физико-мате-
матических наук В.К. Еремина, старшего на-
учного сотрудника  ФТИ им. А.Ф. Иоффе РАН 
за плодотворную дискуссию по теме настоящей 
работы. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Абрамов, А.И. Основы экспериментальных ме-
тодов ядерной физики [Текст]: Учеб. пос. для вузов / 
А.И. Абрамов, Ю.А.   Казанский, Е.С. Матусевич. – 
М.: Энергоатомиздат, 1985. – 488 с.

2. Мороз, А.П. Численный подход к решению 
задач количественного рентген-флуоресцентно-
го анализа образцов сложной геометрии [Текст] / 
А.П.  Мороз, А.С. Серебряков, Я.А. Бердников // 
Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физи-
ко-математические науки. – 2011. – № 4 (134). – 
С. 71–78.

3. Sood, A. A new Monte-Carlo assisted approach to 
detector response functions [Text] / A. Sood, R.P. Gard-
ner // Nuclear Instruments and Methods in Physics Re-
search. – 2004. – Vol. B, № 213. – P. 100 – 104.

4. Вольдсет, Р. Прикладная спектрометрия рент-
геновского излучения [Текст] / Р. Вольдсет. – М.: 
Атомиздат, 1977. – 192 с.

5. Lowe, B.G. An analytical description of low-en-
ergy X-ray spectra in Si(Li) and HPGe detectors [Text] / 

B.G. Lowe // Nuclear Instruments and Methods in Phys-
ics Research. – 2000. – Vol. A, № 439. – P. 247 – 261.

6. Gross, B. Monte-Carlo modeling of silicon X-ray de-
tectors [Electronic resource] / B. Gross, G. Bale, B. Lowe, 
R. Sareen / Offi  cial web page of the International Centre 
for Diff raction Data (ICDD). – Access mode:  http://
www.icdd.com/resources/axa/vol49/V49_40.pdf

7.  Mesradi, M. Experimental characterization and 
Monte Carlo simulation of Si(Li) detector effi  ciency 
by radioactive source and PIXE [Electronic resource] / 
M. Mesradi, A. Elanique A. Nourreddine [et al.] / Offi  cial 
web page the NUCLEONICA (Institute for Transura-
nium Elements (ITU), European Atomic Energy Com-
munity). – Access mode:  http://www.nucleonica.net/
wiki/images/7/7b/NuTRoNS1-Mesradi.pdf 

8.  Портной, А.Ю. Об особенностях фона, обу-
словленных переносом и сбором электронов в Si-
детекторе [Текст] / А.Ю. Портной, Г.В. Павлинский, 
М.С. Горбунов, Ю.И. Сидорова // Научное приборо-
строение. – 2011. – Т. 21, № 4. – С. 145 – 150. 



112

ФИЗИЧЕСКАЯ ЭЛЕКТРОНИКА

В работе [1] сделан последовательный вывод 
формулы для энергии частицы, усредненной по 
периоду ее колебаний в поле плоской монохро-
матической волны. Эта работа возникла в связи 
с проблемой ускорения заряженной частицы 
при взаимодействии ультракоротких лазерных 
импульсов с плазмой. Несомненный интерес 
представляет обобщение данного рассмотрения 
при наличии внешнего однородного постоян-
ного магнитного поля H.

В работе [2] рассматривается движение за-
ряженной частицы в постоянном магнитном 
поле и поле плоской электромагнитной волны. 
Была получена формула для средней энергии 
частицы, движущейся в такой системе. Однако 
в этой работе энергетические характеристики 
были изучены недостаточно полно.

Цель настоящей работы – последователь-
ный вывод формулы для энергии частицы, ус-
редненной по периоду колебаний в поле пло-
ской монохроматической волны и постоянном 
магнитном поле.

Результаты работы могут быть полезны для 
интерпретации экспериментов с плазмой, по-
мещенной во внешнее однородное магнитное 
поле.

Движение частицы в поле 
плоской монохроматической волны 

и постоянном магнитном поле

Уравнение движения частицы с массой m и 
зарядом q в поле плоской монохроматической 

УДК: 539.12:537.63:537.868

 Г.Ф. Копытов, А.В. Погорелов

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЗАРЯЖЕННОЙ 
ЧАСТИЦЫ В ПЛОСКОЙ МОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЕ И ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

электромагнитной волны и постоянном маг-
нитном поле имеет вид

 [ ] = + × 
 

1
,

d
q

dt c

p
E v H  (1)

где p, v – импульс и скорость частицы.
Энергия частицы определяется из второго 

интеграла движения:

 ( )ε
=

d
q

dt
vE . (2)

Для плоской монохроматической волны [1] 
и постоянного однородного магнитного поля 
имеем:

 [ ]E Σ= kH ; 0Σ = +H H H ; 0 0H=H k ;

 ( )cosx y xE H b= = ωτ+ψ ; 

 ( )siny x yE H b= − = ± ωτ+ψ ; (3)

 (kE) = (kH) = 0,

где H, E – напряженности электрического и 
магнитного полей электромагнитной волны; bx, 
by – оси эллипса ее поляризации; H0 – напря-
женность однородного магнитного поля; 

t cτ = − z ; ω – круговая частота электромагнит-
ного поля, ψ – некоторая постоянная фаза.

Координатные оси выбраны так, что ось z 
направлена вдоль направления распростране-
ния волны, а оси x и y совпадают с осями эл-
липса поляризации волны bx и by, причем 



113

Физическая электроника

0x yb b≥ ≥ . Верхний (нижний) знак в выраже-
нии для Ey соответствует правой (левой) по-
ляризации.

Решая уравнения (1), (2) и используя усло-
вия (3), получим:

 

( )

( )

( )

( )

0

0
0 0 0

0

0
0 0 0

sin

sin ;

cos

cos .

x
x

x
x

y
y

y
y

qb qH
p y

c

qb qH
P y

c

qb qH
p x

c

qb qH
P x

c

= ωτ+ψ + +
ω

 
+ − ω τ+ψ − ω 

= ωτ+ψ − +
ω

 
+ ± ω τ+ψ + 

ω 

∓

 (4)

Используя (4) и переходя к дифференциро-
ванию по τ, получим:

 

( )

( )

0

0
0

0

0
0

sin

;

cos

.

x

x

y

y

qb c qH
x y

qHc
y

c

qb c qH
y x

qHc
x

c

= ωτ+ψ + +
ωγ γ

 
+ χ − γ  

= ωτ+ψ − +
ωγ γ

 
+ χ + γ  

ɺ

ɺ ∓

 (5)

Здесь 0 0qHω = γ  – циклотронная частота; 
постоянные χx, χy и γ определяются выражениями:

 ( )0 0sinx
x x

qb
Pχ = − ωτ +ψ

ω
;  

(6)

( )0 0cos
y

y y

qb
Pχ = ± ωτ +ψ

ω
; 

( )1
0

2 2
0

1

1

mc v c

v c

−

−

−
γ =

−

z
. 

Преобразовывая систему уравнений (5), 
получим:

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2
0

0
0 0

2
0

0
0 0

cos

;

sin

,

x y

y

y x

x

qc
x x b b

c
y

qc
y y b b

c
x

+ω = η ωτ+ψ +
γ

ω
+ χ +ω

γ

+ω = ± −η ωτ+ψ +
γ

ω
+ χ −ω

γ

ɺɺ ∓

ɺɺ

 (7)

где 0η = ω ω .
Решение уравнений системы (7) ищем в 

виде суммы решений однородного уравнения 
и частного решения неоднородного уравнения.

Для координат x и y получим выражения:

 

0

0

2

0
0

0

2

0
0

0

cosФ cosФ
1

;

sin Ф sin Ф
1

– ,

x y

y

x y

x

b bq
x R

k

qHc
x

c

b bq
y R

k

qHc
y

c

ω

ω

η 
= − +  γω −η 

 
+ χ + γω  

η 
= + −  γω −η 

 
χ − γω  

∓

∓
 (8)

где k c= ω , R – «эффективный радиус», свя-
занный с радиусом вращения электрона в об-
ласти взаимодействия.

Кроме того, здесь используются обозначе-
ния:

 Ф = ωτ+ψ ; 
0 0Ф ;ω = ω τ+ϕ

 0 0Ф ;= ωτ +ψ  
00 0 0Ф ,ω = ω τ +ϕ

где φ – постоянная фаза.
Используя формулы (8) и (4), получим вы-

ражения для поперечной составляющей им-
пульса частицы:

 
( )

0

0
2

sin Ф sin Ф ;
1

x y

x x

b b Rq
P b

c
ω

 η η ω = + + γ
 ω −η 
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( )

0

0
2

cosФ cosФ
1

x y

y y

b b Rq
P b

c
ω

 η η ω = + − γ
 ω −η 

∓
∓ .

При помощи интеграла движения (2) прихо-
дим к следующему выражению для продольной 
составляющей импульса Pz:

 
2 22 2

2 2 2

x yP Pm c
P

+γ
= − +

γ γz . (9)

Отсюда получаем, что 

 P g= γz ,

где
 

( ){
0

0 sin Ф sin Фx y

R q
g h b b

c
ω

ω
= − η −

γω
∓
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
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Из начальных условий находим R и φ; их 
удобно записать в виде
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x
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−χ
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

χ ϕ = χ +χ

Зная Pz, найдем выражение для энергии 
частицы:

 ( )1c gε = γ + . (11)

Используя (10), найдем точное решение для 
координаты z:

 

( ) ( )
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( )(
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2
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(12)
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z

Используя выражения (8) и (9), получим па-
раметрическое выражение для скорости частицы:

 
( )
( )00 2

sin Ф sin Ф;
1

x y

x

b bq
v R

k
ω

η
= − ω +

γ −η

∓

 
( )
( )00 2

cosФ cosФ;
1

x y

y

b bq
v R

k
ω

η
= ω +

γ −η

∓
 (13)

 .
1

cg
v

g
=

+z

Из общего вида выражений (8), (11) – (13) 
видно, что движение частицы представляет со-
бой наложение движения с некоторой постоян-
ной продольной скоростью vz и колебательного 
движения с частотой, отличной от частоты поля 
ω и циклотронной частоты ω0.

Учитывая (8), (12) и (13), получим, что осцил-
ляции частицы описываются двумя периодами:

 1

2 1

1

h
T

π +
=
ω −η

; 2

2 1

1

h
T

π +
=
ω +η

.

Движение частицы, усредненное по времени

В этом разделе приведем результаты усред-
нения координат r(t), скорости v(t), импульса 
p(t) и энергии ε частицы. Поскольку переме-
щение частицы представляет собой наложение 
двух видов периодического движения, то усред-
нять будем по формуле

 ( ) ( )
0

1
sup lim

t

t
f t f t dt

t→∞
= ∫ .
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При усреднении координат получим соот-
ношения

 0
0

;y

c
x x= χ +

γω

 0
0

;x

c
y y= χ +

γω

 0 .
1

ch
Z

h
= + τ

+
z

При усреднении скорости получим:

 0;xv =  0;yv =  z = +
.

1

ch
v

h

Анализируя полученные выражения, можно 
отметить, что поперечная составляющая скоро-
сти частицы не зависит от начальных условий, 
т. е. от точки влета в область взаимодействия. 

При усреднении импульса частицы попе-
речные составляющие импульса будут равны 
нулю 0x yP P= = , а для продольной составляю-
щей получим выражение
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∓ ∓

z

Усредняя энергию частицы, получим следу-
ющее выражение:
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∓

∓

 (14)

Случай круговой и линейной поляризации 
при отсутствии у частицы начальной скорости

В этом разделе рассмотрим случай, когда ча-
стица в начальный момент покоилась (v0 = 0). 
Тогда выражения из (6) примут вид

mcγ = ; 0sin Фx
x

qb
χ = −

ω
; 0cosФ .

y
y

qb
χ = ±

ω
 (15)

Для круговой поляризации имеем 
2x yb b b= = ; тогда выражения для h и R при-

мут вид
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h
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2

2

2 5

2q
I

m c
µ = λ

π
,

где 2 8I cb= π  – интенсивность электромагнит-
ной волны; 2 cλ = π ω  – длина волны.

Периоды осцилляции частицы в этом случае 
выражаются как
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 (18)

где 2T = π ω .
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Подставляя выражения (15) – (17) в (14), по-
лучаем формулу для средней энергии первона-
чально покоящейся частицы в волне круговой 
поляризации и постоянном магнитном поле:
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 (19)

Как видно из (18) и (19), период осцилляций 
частицы и ее средняя энергия не зависят от на-
чальной фазы волны с круговой поляризацией.

В случае линейной поляризации bx = b, by = 0 
(по-прежнему для неподвижной в начальный 
момент времени частицы) получим:

 mcγ = ; 0sin Фx

qb
χ = −

ω
; 0yχ = . (20)
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Периоды осцилляций частицы будут вы-
ражаться как
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 (23)

Подставляя выражения (20) – (22) в (14), по-
лучаем зависимость средней энергии первона-
чально покоящейся частицы в волне линейной 
поляризации:
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 (24)

Рассмотрим два случая. Если η < 1, то макси-
мальная средняя энергия получается при фазе 
Ф0 = π/2 или Ф0 = 3π/2. Минимальная средняя 
энергия в этом же случае (η < 1) получается при 
фазе Ф0 = 0 или Ф0 = π.

При условии η > 1 максимальная средняя 
энергия получится при начальной фазе Ф0 = 0 
или Ф0 = π, а минимальная средняя энергия бу-
дет принимать свое значение при условии, что 
начальная фаза будет Ф0 = π/2 или Ф0 = 3π/2.

Из выражений (23) и (24) видно, что период 
осцилляций и средняя энергия частицы зависят 
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от начальной фазы в линейно поляризованной 
электромагнитной волне.

При усреднении (24) по начальной фазе 
получим выражение для средней энергии ча-
стицы, движущейся в электромагнитном поле 
линейной поляризации и постоянном магнит-
ном поле:
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
 × −η +µ +η    

 (25)

На рис. 1 приведены зависимости сред-
них кинетических энергий электрона от ин-
тенсивности плоской монохроматической 
электромагнитной волны линейной поляри-
зации (формула (25)) и круговой поляризации 
(формула (19)) при различных соотношениях 
циклотронной и круговой частот. На рис. 1,а 
приведен график, построенный при условии, 
что η << 1; полученные данные совпадают с 
приведенными в работе [1], т. е. частица ведет 
себя как при отсутствии магнитного поля. На 
рис. 1,б построены графики при условии, что 
η >> 1. В этом случае видно, что средняя ки-
нетическая энергия медленно изменяется при 
увеличении интенсивности электромагнитной 
волны.

Итак, проведен подробный анализ задачи о 
движении заряженной частицы во внешнем за-
данном поле плоской электромагнитной волны 
и постоянном магнитном поле. Исследованы 
различные случаи начальных условий движения 
заряженной частицы, поляризации волны, от-
ношения частот циклотронной и круговой. Рас-

смотренное выше одночастотное приближение 
предполагает, что энергия ускоряющего поля 
значительно превосходит энергию, приобре-
таемую частицей. Это позволяет не учитывать 
обратного влияния ускоряемого тока на поле.

В рассматриваемом случае движение части-
цы представляет собой наложение движения с 
постоянной скоростью и колебательного дви-
жения с двумя собственными частотами, от-
личающимися от частоты электромагнитного 
поля и циклотронной частоты. Когда круговая 
частота электромагнитного поля значительно 
превышает циклотронную частоту вращения 
частицы в магнитном поле, то все формулы при-
нимают вид формул, приведенных в работе [1], 
т. е. движение частицы практически теряет за-
висимость от напряженности магнитного поля. 
При значительном увеличении напряженности 
магнитного поля средняя кинетическая энер-
гия заряженной частицы теряет зависимость 
от интенсивности электромагнитной волны. 
При приближении циклотронной частоты к 

Рис. 1. Зависимости средней кинетической энергии 
частицы от интенсивности электромагнитного поля 
при условиях, что η << 1 (а) и η >> 1 (б), для линей-
ной (1) и круговой (2) поляризаций (формулы (25) 

и (19) соответственно)

а)

б)
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круговой наблюдается явление циклотронного 
авторезонанса, впервые полученное и описан-
ное А.А. Коломенским и А.Н. Лебедевым [4] 
и независимо от них – В.Я. Давыдовским [5]. 
Данное явление требует особого рассмотрения, 

выходящего за рамки данной статьи. Явление 
подробно описывается во многих работах, на-
пример в статьях [6] и [7]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ 
(грант № 11-04-96523-Р-ЮГ-Ц).
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Коэффициент затухания излучения  – это 
важнейшая характеристика волоконных свето-
водов, и существуют международные и россий-
ские стандарты по определению затухания из-
лучения в кварцевых и полимерных световодах 
[1–3]. Однако физические свойства активных 
волоконных световодов существенно отлича-
ются от свойств пассивных оптических волокон 
вследствие преобразования спектральных ха-
рактеристик распространяющегося излучения. 
Известно, что параметры полимерных оптиче-
ских волокон, активированных флуоресцирую-
щими красителями (ФПОВ), которые измере-
ны различными способами, могут отличаться. 
Помимо потерь, обусловленных собственными 
потерями материала оптического волокна и 
присущими данному волокну кабельными по-
терями, возникают дополнительные, связанные 
с поглощением излучения красителем. Метод 
укорачивания для измерения затухания в во-
локонных световодах, представленный, в част-
ности, в ГОСТе [1], является разрушающим, 
поэтому неприменимым для действующих во-
локонно-оптических систем, например для во-
локонно-оптических усилителей или датчиков. 
Использование рефлектометрических спосо-
бов, основанных на регистрации обратнорас-
сеянного излучения, затруднено в диапазоне 
длин волн поглощения красителя вследствие 
большой величины затухания, а в диапазоне 
флуоресценции красителя возникает дополни-
тельная проблема, связанная с необходимостью 
учета различной величины затухания на длинах 
волн накачки и флуоресценции.

УДК 532.372.082.5: 628.953.2

Д.В. Кизеветтер, А.Ю. Савина,

В.М. Левин, Г.Г. Баскаков

ИЗМЕРЕНИЕ ЗАТУХАНИЯ В ПОЛИМЕРНЫХ ОПТИЧЕСКИХ ВОЛОКНАХ, 
АКТИВИРОВАННЫХ ФЛУОРЕСЦИРУЮЩИМ КРАСИТЕЛЕМ

Метод локального бокового освещения [4–7] 
флуоресцирующего волокна, известный в англо-
язычной литературе как SIF (Side-Illumination 
Fluorescence), который заключается в освещении 
ФПОВ узконаправленным излучением (с длиной 
волны, соответствующей диапазону поглощения 
красителя) перпендикулярно оси волокна, яв-
ляется неразрушающим и легко реализуется на 
практике в случае отсутствия защитной оболоч-
ки ФПОВ. Изменяя расстояние lp от выходного 
торца до места облучения ФПОВ и измеряя за-
висимость мощности выходящего излучения от 
lp, можно определить коэффициент затухания из-
лучения в диапазоне длин волн флуоресценции. 
К недостатку такого способа следует отнести вы-
сокую чувствительность к локальным неоднород-
ностям ФПОВ. Небольшие флуктуации диаметра 
сердцевины ФПОВ или концентрации красителя 
приводят к флуктуациям мощности флуоресцен-
ции, что снижает точность измерения затухания. 
При боковом локальном освещении на точность 
измерений влияют также дефекты формы серд-
цевины и дефекты отражающей оболочки, в 
частности царапины на наружной поверхности 
ФПОВ. Важно, что такой способ позволяет изме-
рять затухание в ФПОВ только при равновесном 
(невозбужденном) состоянии молекул красителя 
в световоде за пределами области локального 
возбуждения. Измерить затухание при возбуж-
денном состоянии молекул красителя, а также 
снизить указанные виды влияний на точность 
измерений можно за счет освещения протяжен-
ного участка световода путем использования ме-
тодики, описанной далее.
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В данной работе полимерный волоконный 
световод, активированный флуоресцирующим 
красителем, освещался источником излучения, 
создающим равномерную освещенность в пре-
делах заданной длины ФПОВ. Часть волокон-
ного световода была закрыта светонепроница-
емым экраном. Изменяли длину освещаемого 
участка sl  ФПОВ и производили измерение 
спектрального распределения интенсивности 
выходного излучения ( , )sI l λ . Исследования 
проводились при различных отражающих свой-
ствах поверхности, на которой был расположен 
волоконный световод. Изменение интенсив-
ности излучения I по длине ФПОВ, по аналогии 
с описанием, приведенным в работе [8], можно 
выразить следующим уравнением:

 ,l l

dI
I hp ghp I

dx
= −α + +  (1)

где α   – коэффициент затухания излучения; 
h – коэффициент, характеризующий интенсив-
ность излучения флуоресценции, распростра-
няющегося далее по световоду; pl – мощность 
излучения накачки на единицу длины; g – ко-
эффициент усиления среды; х – ось координат, 
сонаправленная с осью волоконного световода.

Все коэффициенты, входящие в формулу 
(1), зависят от длины волны и концентрации 
красителя; коэффициент h зависит также от 
диаметра волоконного световода. Величины, 
входящие в формулу (1), измеряются в следую-
щих единицах: х – м, I – Вт/м2, α  – м–1, pl – 
Вт/м, h – м–2, g – м2/Вт.

Равенство (1) является линейным диффе-
ренциальным уравнением первого порядка, 
решение которого хорошо известно. Введем 

eqα  как

 eq lhgpα = α− .

Тогда принимая во внимание, что 
( 0) 0sI l = = , получаем:

 ( ) (1 exp( )).l
s eq s

eq

hp
I l l= − −α

α

Таким образом, экспериментально измерив 
зависимость ( )sI l , можно определить эквива-
лентную величину затухания eqα . Если ввести 
нормировку ( ) 1sI l →∞ = , то при 1eq slα < , т. е. 
на начальном участке ( )sI l , имеет место линей-
ная зависимость I  от sl : ( )s eq sI l l≈ α .

Введенная величина eqα  характеризует за-
тухание излучения с учетом возможного усиле-
ния за счет вынужденного излучения и нели-
нейности эффектов испускания и поглощения 
относительно интенсивности накачки. В част-
ности, на измеряемую величину eqα  может ока-
зать влияние изменение спектра флуоресцен-
ции и поглощение, наведенное светом накачки 
[9] (иногда называемое «поглощением с воз-
бужденных состояний»). Таким образом, метод 
локального бокового освещения (SIF) принци-
пиально отличается от предлагаемого способа. 
При локальном возбуждении излучение флуо-
ресценции также возникает локально и при 
дальнейшем распространении по волоконному 
световоду затухает, а при освещении протяжен-
ного участка ФПОВ имеет место как затухание, 
в частности наведенное накачкой, так и опти-
ческое усиление. Таким образом, измеряемая 
величина eqα  является характеристикой свето-
вода с активной средой при заданном уровне 
интенсивности накачки. Коэффициент экви-
валентного затухания eqα  может быть как по-
ложительным – в этом случае в ФПОВ доми-
нирует поглощение, так и отрицательным  – 
тогда ФПОВ обладает свойством усиления оп-
тических сигналов. При малой плотности мощ-
ности накачки pl величина eqα  соответствует 
затуханию в ВС с учетом флуоресценции кра-
сителя без вынужденного усиления. Для того, 
чтобы различать методы с боковым освещени-
ем, целесообразно ввести уточнение в суще-
ствующую аббревиатуру: для локального мето-
да  – LSIF, а для рассмотренного выше 
интегрального – ISIF. Полагаем, что измерения 
по методу ISIF также представляют интерес для 
множества различных практических примене-
ний, как и LSIF.

Наши экспериментальные исследования 
производились на ФПОВ, изготовленных из 
полиметилметакрилата с диаметром сердцеви-
ны 950 мкм, активированных родамином 6Ж 
(Р6Ж) с концентрациями 5 и 25 мг/кг. Схема 
экспериментальной установки приведена на 
рис. 1. Световод 1 был уложен на подстилающую 
поверхность 2. Над световодом, вплотную к 
отражающей оболочке ФПОВ, был расположен 
непрозрачный экран 4, закрывающий от из-
лучения накачки весь световод, кроме участка 
длиной sl , подключаемого через соединитель 5 
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к приемному световоду 6 спектрометра 7 типа 
AvaSpec-2048. В качестве протяженного источ-
ника излучения накачки 8 использовались лю-
минесцентные лампы ЛБ-60  – 12 штук, рас-
положенные попарно на расстоянии 0,2 м друг 
от друга в два ряда, с расстоянием между ряда-
ми 2,5 м, на высоте H = 2,8 м над исследуемым 
ФПОВ, а также две линейки планарных (SMD 
RT3528) светодиодов сине-зеленого свечения 
(120 шт/м), расположенных симметрично от-
носительно исследуемых ФПОВ; световоды 
были расположены в два ряда на расстоянии 
0,005 м друг от друга и находились на высоте 
0,065 м над ФПОВ. Неравномерность освещен-

ности вдоль ФПОВ, измеренная сканирующим 
фотоприемником, в первом случае не превы-
шала 5 %, во втором  – 10  %. Спектральный 
диапазон излучения люминесцентных ламп 
составлял 400  – 700  нм с максимумом спек-
тральной плотности  люминесценции на длине 
волны maxsλ = 580 нм и локальными максиму-
мами [10], а у использованных светодиодов – 

maxsλ = 520 нм с полушириной 30 нм. В качестве 
подстилающей поверхности для ФПОВ исполь-
зовались три материала: лист белой бумаги с 
коэффициентом отражения k , приблизитель-
но равным 90 % и с диффузной индикатрисой 
рассеяния; алюминиевая фольга с k ≈ 88 % и 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 
1 – исследуемый флуоресцирующий световод, 2 – подстилающая поверхность, 3 – оптический 

стол, 4 – непрозрачный экран, 5 – волоконно-оптический соединитель, 6 – приемный световод 
спектрометра, 7 – спектрометр AvaSpec-2048, 8 – протяженный источник излучения накачки

Параметры активированного полимерного волокна при его освещении электролюминесцентными лампами

λ , нм
Материал подстилающей 

поверхности
eqα , 10–3 см–1

Im, о.е.

C1 = 5 мг/кг C2 = 25 мг/кг C1 = 5 мг/кг C2 = 25 мг/кг

555
Ч 64±2 370±30 17,7±0,2 3,32±0,06
Б 96±2 340±10 39,7±0,4 7,01±0,07
Ф 93±2 350±10 31,9±0,2 6,66±0,05

600
Ч 1,95±0,07 6,2±0,2 286±6 381±5
Б 2,76±0,05 6,1±0,2 495±5 780±10
Ф 2,17±0,03 5,7±0,1 471±3 878±7

650
Ч 0,5±0,1 1,9±0,1 115±30 133±5
Б 1,3±0,1 2,1±0,1 119±5 260±10
Ф 0,96±0,03 2,0±0,1 124±2 290±5

О б о з н а ч е н и я: λ  – расчетная длина волны флуоресценции; 
eqα  – коэффициент эквивалентного за-

тухания; Im – максимальная интенсивность излучения; C1, C2 – значения концентрации красителя-активатора 
(родамин 6Ж); Ч, Б, Ф – черная ткань, белая бумага, алюминиевая фольга.
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черная ткань с k ≈ 5 % (см. таблицу). Исполь-
зованные типы подстилающей поверхности 
условно можно назвать поверхностями с пре-
имущественным поглощением и преимуще-
ственным отражением излучения.

В связи с тем, что спектральный диапазон 
флуоресценции красителя Р6Ж составляет 
525 – 675 нм, для расчетов параметров ФПОВ 
были выбраны три длины волны флуоресцен-
ции: 555, 600 и 650 нм. Две из них приблизи-
тельно соответствовали коротковолновой и 
длинноволновой границам диапазона длин 
волн флуоресценции красителя Р6Ж, а 
λ  = 600 нм – середине диапазона, что позво-
лило оценить тенденцию изменения измеря-
емых величин в зависимости от значений λ . 
Полученные зависимости интенсивности вы-
ходящего из световодов излучения от длины 
освещаемого участка для двух различных ис-
точников излучения накачки при λ  = 555 нм 
приведены на рис. 2, 3. Для определения эк-
вивалентного коэффициента затухания eqα  
экспериментальные данные были аппрокси-
мированы функцией 

 ( ) (1 exp( ))s m eq sI l I l= − −α . (3)

Методом оптимизации [11] по двум параме-
трам c использованием компьютерной про-
граммы для построения графиков и статисти-
ческого анализа Origin 8.1 были определены 
величины Im и eqα , при которых достигалось 
минимальное среднеквадратическое отклоне-
ние функции (3) от полученных эксперимен-
тальных данных. Результаты измерений для 
случая освещения ФПОВ излучением электро-
люминесцентных ламп приведены в таблице. 
Максимальное значение Im дано в относитель-
ных единицах; погрешности измерений явля-
ются статистическими при аппроксимации 
экспериментальных данных функцией (3).

Изменение интенсивности излучения на-
качки Ip осуществлялось за счет изменения 
силы тока, протекающего через светодиодную 
линейку. В результате измерений интенсивно-
сти Ip с помощью спектрометра были опреде-
лены величины maxpIκ , где κ   =  0,24  – 1,00, 

maxpI  – максимальное значение Ip (см. подпись 
к рис. 3).

При использовании белой бумаги в качестве 
материала подстилающей поверхности была 
получена следующая зависимость величины 

eqα  от интенсивности накачки:
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Рис. 2. Зависимость интенсивности выходного излу-
чения от длины освещенного участка активирован-
ного оптоволокна при накачке излучением люминес-
цирующих ламп для различных типов подстилающей 

поверхности:
1 – черная ткань, 2 – белая бумага, 3 – алюминиевая фольга; 
эксперимент (символы) и аппроксимация функцией (3) 
(линии); длина волны – 555 нм, концентрация активатора-

красителя 5 мг/кг

Рис. 3. Зависимость интенсивности выходного из-
лучения от длины освещенного участка активирован-
ного оптоволокна при светодиодной накачке с раз-

личной интенсивностью maxpIκ ; 
значения κ : 0,24 (1), 0,35 (2), 0,53 (3), 1,00 (4); длина вол-
ны – 555 нм; концентрация активатора-красителя 5 мг/кг; 
эксперимент (символы) и аппроксимация функцией (3) 

(линии); подстилающий материал – белая бумага
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   pI , о.е.                                       eqα , см–1

0,24 maxpI …………….............0,124 ± 0,002
0,35 maxpI ………….............…0,137 ± 0,003
0,53 maxpI ………….............…0,128 ± 0,002
1,00 maxpI ……….............……0,120 ± 0,002

Анализ полученных данных позволяет пред-
положить, что зависимость eqα  от интенсив-
ности накачки определяется двумя эффектами: 
во-первых, ростом поглощения в диапазоне 
длин волн флуоресценции, которое наведено 
излучением накачки [9], и во-вторых, возник-
новением вынужденного излучения, приводя-
щего к снижению значения эквивалентного 
затухания.

Для пересчета величины затухания, изме-
ренного в обратных сантиметрах, в децибелы 
на километр, можно использовать следующую 
формулу:

 α (дБ/км) = 106α (см–1)/ ln(10) ≈

 ≈ 4,343·105α (см–1).

В частности, значение eqα = 0,37 см–1 соот-
ветствует приблизительно 161000 дБ/км, а 
0,0005 см–1 – 217 дБ/км.

Вследствие зависимости eqα  от интенсив-
ности накачки и потерь в оптической оболочке 
ФПОВ, измеряемая величина эквивалентного 
затухания зависит от отражающей способности 
подстилающей поверхности. Выбор интенсив-
ности накачки зависит от того, какие параме-
тры ФПОВ необходимо определить. При малых 
интенсивностях Ip измеряемая величина eqα  
соответствует режиму распространения излу-

чения в ФПОВ без вынужденного излучения. 
Использование высокой интенсивности накач-
ки дает возможность оценить величину усиле-
ния сигналов в ФПОВ.

Величина eqα  зависит также от спектра из-
лучения накачки вследствие различного по-
глощения излучения накачки красителем и за-
висимости наведенного поглощения в 
диапазоне флуоресценции от длины волны и 
интенсивности излучения накачки. Поэтому 
коэффициенты eqα , измеренные при исполь-
зовании различных источников излучения, 
могут отличаться.

Недостатком рассмотренного метода яв-
ляется невозможность его использования при 
малой длине отрезка ФПОВ, так как аппрокси-
мация зависимости (2) на начальном участке не 
позволяет провести экстраполяцию в область 
насыщения зависимости I(ls).

Предложенный метод не является альтерна-
тивой методу LSIF. Совместное использование 
обоих методов дает возможность получить до-
полнительные сведения о затухании излучения 
в флуоресцирующих волокнах.

Дальнейшее развитие теории поглощения и 
излучения света в флуоресцирующих волокнах 
с учетом физических свойств красителей и ис-
пользование интегрального метода бокового 
освещения при различных интенсивностях из-
лучения накачки совместно с методом локаль-
ного возбуждения позволит получить новые 
сведения о параметрах ФПОВ, необходимые 
при проектировании волоконно-оптических 
усилителей, лазеров и других устройств.
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ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА

Согласно представлениям стандартной 
модели и квантовой хромодинамики (КХД), 
материя состоит из партонов: кварков и глю-
онов. Кварки представляют собой элементар-
ные «блоки» материи, в то время как глюоны 
являются переносчиками сильного взаи-
модействия между ними. Кварки и глюоны 
формируют адроны и находятся в состоянии 
конфайнмента (не наблюдаются в свободном 
состоянии). Согласно современным представ-
лениям об эволюции Вселенной, материя, об-
разовавшаяся непосредственно после Боль-
шого взрыва, состояла из кварков, глюонов, 
фотонов и лептонов; при этом кварки и глю-
оны существовали в свободном несвязанном 
состоянии. 

Столкновения ионов при высоких энергиях 
сопровождаются фазовым переходом, в резуль-
тате которого кварки и глюоны могут на корот-
кое время считаться свободными частицами, а 
это позволяет изучать свойства материи в пер-
вичном состоянии [1]. Если достаточно нагреть 
и сжать ядерную материю, то нейтроны и про-
тоны в ядрах начнут перекрываться вследствие 
своих конечных размеров. При достижении 
таких условий кварки уже нельзя приписать к 
какому-либо конкретному нуклону, и их можно 
рассматривать как свободные частицы. При та-
ких условиях систему можно анализировать как 
газ квазисвободных кварков и глюонов. Дан-
ное состояние вещества было названо кварк-
глюонной плазмой (КГП) в связи с некоторыми 
аналогиями с обычной плазмой [1].

УДК 539.125.17; 539.126.17

Я.А. Бердников, Д.А. Иванищев, Д.О. Котов, В.Г. Рябов, 

Ю.Г. Рябов, В.М. Самсонов

ИЗМЕРЕНИЕ СВОЙСТВ ЛЕГКИХ АДРОНОВ 
ВО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ ЯДЕР ЗОЛОТА ПРИ ЭНЕРГИЯХ 39,0 И 62,4 ГэВ

Бурное развитие ускорительной техники 
позволило начать изучение взаимодействий 
тяжелых ионов при высоких энергиях. Отдель-
ного внимания в этом контексте заслуживает 
ускоритель RHIC (Relativistic Heavy Ion Col-
lider), Брукхэйвен, США [2]. Уже первые экс-
перименты на коллайдере RHIC показали, что 
плотность энергии, достигаемая в столкнове-
ниях тяжелых ядер при его максимальной энер-

гии ( )200 Гэв ,NNs =  превышает значение, 

необходимое для фазового перехода [1]. Физи-
ческие результаты, полученные к 2005 году, 
позволили всем коллаборациям на RHIC сде-
лать заявление об обнаружении кварк-
глюонной плазмы. Одним из признаков об-
разования КГП на RHIC стало обнаружение 
сильного подавления выхода адронов в цен-
тральных столкновениях тяжелых ядер. Дан-
ный эффект получил название эффекта гаше-
ния струй и впервые был обнаружен в 
центральных столкновениях ядер золота 
(Au  +  Au) при энергии NNs  = 130 ГэВ [3]. 

Мотивацией для изучения КГП при энерги-
ях порядка 20–   100 ГэВ является более детальное 
изучение фазовой диаграммы состояния КХД 
материи и поиск критической точки перехо-
да к деконфайнменту. Измерения при данных 
энергиях также необходимы для того, чтобы 
изучить энергетическую зависимость эффекта 
гашения струй. 

Одно из первых систематических иссле-
дований по данной тематике было сделано 
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на ускорителе AGS (Alternating Gradient Syn-
chrotron) в Брукхэйвене, затем эстафету при-
нял ускоритель SPS (Super Proton Synchrotron) 
в ЦЕРНе. В наши дни наиболее интересные 
данные поступают с ускорителя RHIC. К насто-
ящему времени ускорителем RHIC накоплены 
объемы данных по столкновениям пучков ядер 
золота при энергиях 19,6; 27,0; 39,0 и 62,4 ГэВ.

В настоящей статье представлены инвари-
антные спектры рождения по поперечному им-
пульсу и факторы ядерной модификации для 
π0- и φ-мезонов, полученные во взаимодей-
ствиях ядер золота при энергиях NNs  = 39,0 
и 62,4 ГэВ на основе данных эксперимента ФЕ-
НИКС [4] на коллайдере RHIC.

Эксперимент ФЕНИКС на коллайдере RHIC

Установка ФЕНИКС [4] представляет со-
бой сложный экспериментальный комплекс, 
предназначенный для детектирования и иден-
тификации заряженных и нейтральных частиц, 
а также для измерения их импульсов и энергий. 

Координаты точки взаимодействия ядер и 
центральность столкновений определяются пу-
тем анализа сигналов с пучковых счетчиков [5]. 
Каждый такой сигнал пропорционален множе-
ственности родившихся заряженных частиц. 

Приводим объемы экспериментальных дан-
ных, полученные экспериментом ФЕНИКС во 
взаимодействия ядер золота при энергиях 39,0 
и 62,4 ГэВ:
Энергия NNs , ГэВ          Число событий, млн.

    39,0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
    62,4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 700

Для измерения характеристик заряженных 
частиц в указанном эксперименте реализована 
трековая система, основными элементами ко-
торой являются дрейфовые и падовые камеры. 
Времяпролетная система эксперимента исполь-
зуется для идентификации заряженных частиц 
и представляет собой комплекс из органиче-
ских сцинтилляционных детекторов. Надеж-
ное разделение K- и π-мезонов обеспечивается 
благодаря высокому временному разрешению 
системы [6].

Измерение выходов нейтральных пионов 
производится в канале π0 → γγ при помощи 
электромагнитного калориметра [7] спектроме-
тра ФЕНИКС. Электромагнитный калориметр 
состоит из восьми секторов (шесть «PbSc» и 

два сектора «PbGl») и покрывает 0,35 единиц 
по псевдобыстроте и 22,5° по азимутальному 
углу. Сегментация калориметра имеет раз-
меры ≈ 5,5 × 5,5 см, что позволяет надежно 
разделять два фотона от распада π0-мезона 
вплоть до значений поперечных импульсов 
pt 12 – 16 ГэВ/c. 

 Для восстановления φ-мезонов в адронном 
канале распада φ → K  + K- все треки, восста-
новленные в пределах одного события, ком-
бинируются в пары, и каждому присваивается 
масса заряженного K-мезона. Идентификация 
каонов позволяет улучшить отношение сигнала 
к фону, но при этом объем доступных данных 
уменьшается в пять раз, что связано с малым 
аксептансом времяпролетной системы. В связи 
с этим использование идентифицированных 
каонов рационально проводить только в усло-
виях высокого уровня комбинаторного фона 
(при величине отношения сигнал/фон меньшей 
1/200) [8, 9], который присутствует в области 
малых поперечных импульсов (pt < 2,0 ГэВ/c). 

Результаты измерений

На рис. 1 представлены инвариантные 
спектры рождения по поперечному импуль-
су, измеренные в столкновениях ядер золота 
для π0-мезонов при энергиях 39,0 и 62,4 ГэВ; 
φ-мезонов – при энергии 62,4 ГэВ.

Партоны, рожденные в жестком взаимодей-
ствии, перед фрагментацией проходят через слой 
плотной, горячей, сильно воздействующей среды 
и при этом теряют часть своей энергии на испу-
скание глюонов. Именно этот эффект и приводит 
к общему уменьшению числа частиц, образую-
щихся с большими поперечными импульсами.

Количественное описание этого эффекта 
удобно провести, исследуя фактор ядерной 
модификации RAA, который определяется как 
отношение числа рожденных частиц в случае 
столкновения ионов, к числу частиц такого 
же сорта в случае протон-протонных столкно-
вений. Выражение для RAA также необходимо 
разделить на число парных неупругих бинар-
ных столкновений при данной центральности 
столкновения:

 ( ) ( )столкн ,AA T AA ppR p dN N dN=  

где ( )AA ppdN dN  – выход частиц в столкнове-
ниях A  +  A (p  +  p) в заданном интервале по 
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Ядерная физика

а) б)

Рис. 1. Инвариантные спектры рождения π0-мезонов в столкновениях ядер золота при энергии 39,0 ГэВ (а) 
и π0-мезонов и φ-мезонов в столкновениях ядер золота при энергии 62,4 ГэВ (б).

Затушеванные маркеры соответствуют π0-мезонам, пустые – φ-мезонам. 
Классы событий по центральности и масштабирующие множители: (0 – 85%)·100 (1),  (0 – 10%)·10–1 (2), (10 – 20%)·10–2 (3), (20 – 40%)·10–3 

(4), (40 – 60%)·10–4 (5), (60 – 85%)·10–5 (6), (0 – 83,7%)·10–7 (7), 
(0 – 20%)×10–8 (8), (20 – 40%)·10–9 (9), (40 – 83,7%)·10–10 (10)

а) б)

Рис. 2. Зависимости факторов ядерной модификации от поперечного импульса π0-(а) и 
φ-мезонов (б), измеренные в центральных столкновениях ядер золота при энергиях 39,0 (1), 

62,4 (2) и 200 ГэВ (3)

поперечному импульсу; столкнN  – число пар-
ных неупругих нуклон-нуклонных столкнове-
ний в (A + A)-взаимодействии.

При этом число парных неупругих бинарных 
столкновений столкнN   определяется при по-
мощи методов Монте-Карло с использованием 
модели Глаубера, учитывающей геометрию 
сталкивающихся ядер. Эта величина возрастает 
с увеличением центральности столкновений. 

Нормировка на число парных неупругих бинар-
ных столкновений применяется на основе пред-
положения, что частицы рождаются в элемен-
тарных партон-партонных взаимодействиях, 
описываемых пертурбативной КХД.

В условиях отсутствия коллективных эф-
фектов (А + А)-взаимодействия в области боль-
ших поперечных импульсов (pt > 5,0 ГэВ/c) яв-
ляются суперпозицией (p  +  p)-столкновений 
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(RAA ≈ 1). В противном случае факторы ядерной 
модификации могут принимать значения, от-
личные от единицы, что указывает на подавле-
ние или избыток выхода частиц по отношению 
к (p + p)-взаимодействиям.

На рис. 2 представлены факторы ядерной 
модификации, измеренные в центральных 
столкновениях ядер золота для π0-, φ-мезонов 
при энергиях 39,0; 62,4 и 200 ГэВ.

На рис. 3 представлена зависимость ин-
тегральных факторов ядерной модификации 
π0-мезонов от общей энергии взаимодейству-
ющей системы, которая определяется числом 
взаимодействующих нуклонов и энергией вза-
имодействия ядер. Следует отметить, что в пре-
делах погрешности экспериментальные точки 
ложатся на одну универсальную зависимость. 
На рисунке вертикальной пунктирной чертой 
показана максимальная энергия, достижимая 
в столкновениях ядер свинца на синхротро-
не SPS в ЦЕРНе [10]. Данный рисунок может 
служить качественным объяснением, почему 
подавление выходов частиц не было обнаруже-
но в ЦЕРНе и впервые было открыто на кол-
лайдере RHIC. Необходимо, однако, отметить, 
что степень согласия между точками зависит от 
выбранного диапазона интегрирования фак-
торов ядерной модификации по поперечному 
импульсу.

Рис. 3. Зависимости интегральных факторов ядерной модификации π0-мезонов 
от общей энергии взаимодействия системы. Представлены результаты экспери-
ментов по столкновению ядер меди (1 – 3) и ядер золота (4 – 6) при значениях 

энергии, ГэВ: 22,4 (1); 39,0 (4); 62,4 (2, 5); 200 (3, 6). 
Область интегрирования поперечных импульсов 2,5 – 3,5 ГэВ/c. Вертикальная пун-
ктирная линия – максимальная энергия, достигаемая при столкновениях ядер свинца 

на синхротроне SPS в ЦЕРНе

Итак, в настоящей статье представлены ре-
зультаты измерений инвариантных инклюзив-
ных спектров рождения по поперечному им-
пульсу и факторов ядерной модификации для 
π0 и φ-мезонов, полученные во взаимодействи-
ях ядер золота при энергиях NNs  = 39,0 и 62,4 
ГэВ в эксперименте ФЕНИКС.

Инвариантные инклюзивные спектры рож-
дения и факторы ядерной модификации π0- и 
φ-мезонов измерены c высокой точностью в 
широком диапазоне по поперечному импульсу 
pt от 1,0 до 8,0 ГэВ/c. В центральных столкно-
вениях ядер золота при энергиях 39,0; 62,4 и 
200 ГэВ/с выход π0-мезонов в области больших 
поперечных импульсов подавлен одинаково, 
в то время как в области промежуточных по-
перечных импульсов степень подавления выхо-
да π0-мезонов снижается по мере уменьшения 
энергии взаимодействия ядер. По-видимому, 
эффект гашения струй для π0-мезонов (пода-
вление выходов частиц) начинает превалиро-
вать над эффектом Кронина (избыток выхода 
частиц) в области энергий взаимодействия ядер 
между 22,4 и 39,0 ГэВ. Выход φ-мезонов обна-
руживает подавление только лишь в централь-
ных столкновениях ядер золота при энергии 
200 ГэВ. При энергии столкновения ядер 62,4 
ГэВ рождение φ-мезонов в столкновениях ядер 
золота описывается суперпозицией нуклон-ну-
клонных столкновений. 
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В статье также предпринята попытка систе-
матизировать большой объем эксперименталь-
ных данных по факторам ядерной модифика-
ции, полученных экспериментом ФЕНИКС для 
π0-мезонов, которая позволила на качествен-
ном уровне объяснить отсутствие подавления 

выходов частиц в ядро-ядерных взаимодействи-
ях на синхротроне SPS в ЦЕРНе [10]. 

Работа поддержана в рамках федеральной целевой 
программы «Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России» на 2009 – 2013 годы. 
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 Система Франкля используется для описа-
ния многочисленных задач в области геофизи-
ки, гидро- и газодинамики, механики газового 
спрайта, в теориях переноса нейтронов, термо-
упругости и т.  п. В настоящей работе иссле-
дуется система Франкля двух квазилинейных 
дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка смешанного типа. 
Известный физик Ф.И. Франкль [1] впервые 
привлек внимание к системе уравнений сме-
шанного типа как значимого математического 
объекта, в отличие от чисто физических иссле-
дований таких систем, которые в частном случае 
описывают стационарный процесс трансзвуко-
вой газовой динамики. Многие ученые – такие 
как С.А. Чаплыгин, С.В. Фалькович, А.В. Би-
цадзе, Ф. Трикоми, Б.Л. Рождественский, 
Н.Н.  Яненко, исследовали задачи для таких 
систем уравнений (чаще всего в виде диффе-
ренциального уравнения второго порядка) для 
частных случаев, когда коэффициенты системы 
уравнений либо являются константами, либо 
независимыми переменными. Метод исследо-
вания заключался, как правило, в приведении 
нелинейных уравнений к линейным с помощью 
новых переменных. Но возврат к исходным пе-
ременным в общем случае представляет собой 
более трудоемкую задачу, чем исходная задача. 
В итоге разработанные методы наряду с пре-
имуществами имеют существенные недостатки. 
Например, применение метода характеристик 
для таких систем уравнений в соответствующем 
интегральном уравнении вносит суперпозицию 

УДК 517.9

Т.А. Шемякина 

ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ ОГРАНИЧЕННОГО  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
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неизвестных функций. В применении боль-
шинства методов условием разрешимости ис-
ходной задачи является условие существования 
обратной функции. Новая задача во многих 
случаях оказывается настолько сложной, что 
ее не решают, а принимают допустимость об-
ратного преобразования переменных в качестве 
условия. Для преодоления таких трудностей 
исследуем задачу для достаточно общего вида 
системы Франкля гиперболического типа ме-
тодом дополнительного аргумента. 

 В работах [4  – 7] автора данной статьи 
разработан принципиально новый способ 
применения метода дополнительного аргу-
мента к системе Франкля для гиперболи-
ческого случая. В работе [4] были сформу-
лированы условия разрешимости системы 
Франкля, а также определен интервал раз-
решимости через начальные данные, в ра-
ботах [5 – 7] построены новые расширенные 
характеристические системы для изучения 
системы Франкля. В указанных системах 
было уменьшено количество суперпозиций 
неизвестных функций, что упростило иссле-
дование. Численные эксперименты прово-
дились для модельных примеров, а также для 
частного случая системы Франкля, когда она 
имела явное физическое содержание [7 – 9]. 
В настоящей работе продолжено исследова-
ние системы Франкля для гиперболического 
случая – представлено полное доказательство 
теоремы существования решения с новой рас-
ширенной характеристической системой.
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Постановка задачи

Исследуется гиперболическая система 
Франкля двух квазилинейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого 
порядка:

 
( , ) ( , , , ) ( , ) 0;

( , ) ( , , , ) ( , ) 0

y x

x y

u x y P x y u v v x y

u x y Q x y u v v x y

∂ − ∂ =

∂ − ∂ =

 (1)

при условии, что функции P, Q – дважды непре-
рывно дифференцируемые по всем аргументам и 

 ( ) 0;0p≥ >P x,y,u,v  ( ) 00Q q >≥x, y,u,v

(p0, q0 – константы).
 Поставим для системы уравнений (1) за-

дачу Коши:

 ( ,0) ( );u x x= ϕ  ( ,0) ( )v x x= ψ  (2)

в области {( , ) : ( , ), [0, ]}x y x y YΩ = ∈ −∞ ∞ ∈ . 

Преобразование исходной задача 
к характеристической форме

Для применения метода дополнительного 
аргумента к задаче (1), (2) необходимо привести 
систему уравнений (1) к характеристической 
форме, когда каждое уравнение содержит про-
изводные только от одной неизвестной функ-
ции. Это осуществляется с помощью алгоритма 
[2 – 5] и введения неизвестных функций, кото-
рые называют инвариантами Римана: 

 
1

2

( , , ) ;

( , , ) ,

y y

y y

x y s u b v

x y s u b v

= ∂ − ∂

= ∂ + ∂

z

z
 (3)

где ( , , , ) / ;e x y u v P Q=  ( , , , )b x y u v PQ= . 
В результате алгебраических преобразова-

ний системы уравнений (1) и выражений (3) 
получаем систему уравнений относительно 
функций z1, z2: 

   
1 1 1

2 2 2

;

,

y x y x x y y x

y x y x x y y x

e P v eb v e u F

e P v eb v e u F

∂ + ∂ = ∂ − ∂ − ∂ ≡

∂ − ∂ = ∂ − ∂ + ∂ ≡

z z

z z
 (4)

где 2, .y y u y v y yP P P u P v P P= ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂  
Частные производные выразим из (3), (1) 

через функции z z1 2, : 

 1 2 2 10,5( ); 0,5( ) / ;y yu v b∂ = + ∂ = −z z z z

 2 1 1 20,5( ) / ; 0,5( ) / ,x xu e v P∂ = − ∂ = +z z z z  

тогда будут определены правые части системы 
уравнений (4). Для функций 1 2,z z  из соотно-
шений (3), (1) находим начальные условия: 

1 10

2 20

( ,0, , ) ( ,0, , ) ( );

( ,0, , ) ( ,0, , ) ( ).

y

y

P x e x x

P x e x x

=

=

′ ′ = ϕ ψ ψ − ϕ ψ ϕ = Φ


′ ′= ϕ ψ ψ + ϕ ψ ϕ = Φ

z

z
(5)

Чтобы система уравнений была полной, до-
бавим уравнения, полученные из выражений 
(3), (1) с помощью алгебраических преобра-
зований: 

  
2 1 2

1 2 1

( );

/ ( , , , , ).

y x

y x

u e u G

v e v b G x y u v

∂ + ∂ = =

∂ − ∂ = − =

z z

z z
 (6)

Начальные условия для функций ,u v  опре-
деляются из задачи Коши (2). 

 Таким образом, мы получили характери-
стическую форму (4) –((6), (2) системы уравне-
ний (1) относительно неизвестных функций 

1 2, , , .u v z z  
В работе [5] нами доказана лемма об экви-

валентности исходной задачи (1), (2) и харак-
теристической формы (4) –((6), (2). 

Применение метода дополнительного аргумента

Согласно методу дополнительного аргумен-
та [3], в работе [5] для характеристической фор-
мы (4) – (6), (2) нами построена новая расши-
ренная характеристическая система уравнений:

1
0 1 1 1

2
0 2 2 2

01
1 1 1 1 1 3

02
1 2 2 2 4 2

1
3

2

( , , )
( ( , , ), , ( , , ), );

( , , )
( ( , , ), , , ( , , ));

( , , )
( , , , , ( , , ), );

( , , )
( , , , , , ( , , ));

( , , )
( , , );

( , ,

d x y s
e x y s s u x y s v

ds

d x y s
e x y s s u v x y s

ds

dw x y s
F s u v w x y s w

ds

dw x y s
F s u v w w x y s

ds

du x y s
w x y s

ds

dv x y

η
= η

η
= − η

= η

= η

=

4

2 2 2

) ( , , )
;

( ( , , ), , , ( , , ))

s w x y s

ds b x y s s u v x y s















 −

=
η

 (7)

  
0

1 1 2 20 0

( , , ) , 1, 2;

( , , ) ( ( , ,0)), 1, 2;

( ( , ,0)); ( ( , ,0));

i s y

i i is

s s

x y s x i

w x y s x y i

u x y v x y

=

=

= =

η = =


= Φ η =


= ϕ η = ψ η

 (8)
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3 2 1

4 1 2

1 2 1

2 1 2

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , );

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ),

w x y s w s s

w x y s w s s

v x y s v s s

u x y s u s s

= η
 = η


= η
 = η

 (9)

где 

 0( , , , ) ( , , , ) , 1, 2;i i i s y
e x y u v e s u v i

=
= η =

 0
1 2 1 2( , , , , , ) ( , , , , , ) .i i i i i

s y
F x y u v F s u v w w

=
= ηz z  

Функции ,
3 4

, , , , , 1, 2i iw w w u v ii iη =  зависят 
от переменных ,x y  и от дополнительного ар-
гумента s в области 

 1{( , , ) : , 0 }.Y x y s x s y YΩ = ∈ℜ ≤ ≤ ≤

Новая расширенная характеристическая 
система уравнений, в отличие от предыдущей 
системы из работ [3, 4], имеет меньшее коли-
чество суперпозиций неизвестных функций. 
Интегрируя уравнения (7) по аргументу s  и 
учитывая условия (8), (9), получим эквивалент-
ную систему интегральных уравнений:

  
1 0 1 1 1

2 0 2 2 2

( , , ) ( ( , , ), , , ) ;

( , , ) ( ( , , ), , , ) ;

y

s

y

s

x y s x e x y u v d

x y s x e x y u v d


η = − η τ τ τ



η = + η τ τ τ


∫

∫

 (10)

  
1 1 3

0

4
2 2

0 2 2 20

( , , ) ( ( , ,0)) ( , , ) ;

( , , )
( , , ) ( ( , ,0)) ;

( , , , )

s

s

u x y s x y w x y d

w x y d
v x y s x y

b u v


= ϕ η + τ τ




τ τ = ψ η − η τ

∫

∫

 (11)

0
1 1 1 1 1 1 1 1 30

0

0
2 2 2 2 2 2 2 4 20

0

( ) ( , , , , , ) ;

( ) ( , , , , , ) .

s

s

s

s

w F u v w w d

w F u v w w d

=

=


= Φ η + η τ τ



 = Φ η + η τ τ


∫

∫

 (12)

Считаем функции , , , , , ( 1, 2)i iP Q F iϕ ψ Φ =  
непрерывно дифференцируемыми и удовлетво-
ряющими условию Липшица по своим аргумен-
там. Для функции ( )Yw С∈ Ω  определим норму

 ( , , ) sup ( , , ) .
Y

w x y s w x y s
Ω

=

Для получения оценок функций будем поль-
зоваться следующими обозначениями. 

1 2, ,...,
*( )nC

α α α Ω   – пространство функций, 
определенных и непрерывных вместе со своими 
производными до порядка iα  по i -му аргумен-
ту ( 1, 2, ..., )i n=  на некотором подмножестве 

*
nΩ ⊂ℜ , 1, 2, ...;n =  

 1: {( , , , ) : , [0, ], , [ , ]};e x y u v x y Y u v K KΩ = ∈ℜ ∈ ∈ −  

 
1

1 2

* *

{( , , , , , ) : , [0, ],

, [ , ], [ , ], 1, 2},

F

i

x y u v w w x y Y

u v K K w K K i

Ω = ∈ℜ ∈

∈ − ∈ − =
 

где *,K K  – положительные числа (докажем, что 

*3 , 3 );K C K Cϕψ Φ= =  

 ( ) ( )

( , ) ( , )
max{ sup , sup , 0, 2};l lC lϕψ

−∞ ∞ −∞ ∞
= ϕ ψ =

 ( )

( , )
max{ sup , 0, 2; 1, 2};l

iC l iΦ
−∞ ∞

= Φ = =  

 max{ sup , 1,2}, 1, 6 ;
j

F

j iNF F i jξ
Ω

= ∂ = =

 max{sup , 1,2};
F

iNF F i
Ω

= =  

 

2sup , sup ,

sup ;

Y Y

Y

ux x uxx xx

uy y

N u N u

N u

Ω Ω

Ω

= ∂ = ∂

= ∂

 

2sup , sup ,

sup ;

Y Y

Y

vx x vxx xx

vy y

N v N v

N v

Ω Ω

Ω

= ∂ = ∂

= ∂
 

 2sup , sup , 1,2.
Y Y

wix x i wixx xx iN w N w i
Ω Ω

= ∂ = ∂ =  

Лемма 1. Если функции 1( , , )u x y s , 2( , , )v x y s ,

( , , ), 1, 2iw x y s i = , удовлетворяют системе инте-

гральных уравнений (10) – (12) и являются непре-

рывно дифференцируемыми и ограниченными вместе 

со своими первыми производными, то тогда функции 

 1 2( , ) ( , , ); ( , ) ( , , );u x y u x y y v x y v x y y= =

 ( , ) ( , , ), 1, 2,i ix y w x y y i= =z  

будут решением задачи (4)  –  (6), (2) на Ω , 

00 ,y Y Y≤ ≤ ≤  где 0Y − константа, определяемая 
через начальные условия. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем дифферен-
циальные операторы: 

 1( ) ( , , , ) ;y xW w w e x y u v w= ∂ + ∂

 2( ) ( , , , ) ,y xW w w e x y u v w= ∂ − ∂

где функция ( , , )w x y s  определена на области .YΩ  
Применяя операторы к соотношениям 

(9) – (11) и суммируя оценки, для всех ( , , ) Yx y s ∈Ω  
получим неравенство: 

  1 1 1 1 2 2 2 2

0 1 1 1 1 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

{ ( ) ( ) ( ) ( ) .

W W u W W v

yC W W u W W v

η + + η + ≤

≤ η + + η +
 

Тогда для всех 1

0 0
0 s y Y C −≤ ≤ ≤ <  (С0 – const) 

имеют место равенства:

1 1 2 2

1 1 1 3 2 2 2 4

( ) 0, 1, 2; ( ) 0, ( ) 0;

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0.

i iW i W u W v

W v W w W u W w

η = = = =

= = = =
(13)

Применяя операторы 1W , 2W  к уравнениям 
(12) и учитывая равенства (13), получим урав-
нения Вольтерра

 
0

( ) ( ) ,
i

s

i i w i i iW w FW w d= ∂ τ∫  1, 2,i =

решением которых будут выражения 
( ) 0, 1, 2i iW w i= = , при условии 

 1
.

0 0
0 s y Y C −≤ ≤ ≤ <

Дифференцируя интегральные уравнения 
(10) – (12) по переменной s, получим соотно-
шения:

 1 2 1 2( , ) ( );s s y
u x y G

=
∂ = =z z

 2 1 2 1/ ( , , , , );s s y
v b G x y u v

=
∂ = − =z z

 1 2( , , , , , );s i is y
w F x y u v

=
∂ = z z  1, 2.i =

Учитывая последние результаты, убеждаем-
ся, что функции

 1( , ) ( , , ),u x y u x y y=  2( , ) ( , , ),v x y v x y y=

 ( , ) ( , , ),i ix y w x y y=z  1, 2,i =

удовлетворяют системе уравнений (4), (6): 
  

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

;

;

y x s y xs y

y x s y xs y

e w w e w F

e w w e w F

=

=

 ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ =

∂ − ∂ = ∂ + ∂ − ∂ =

z z

z z

  
1 1 1 1

2 2 2 2

;

,

y x s y xs y

y x s y xs y

u e u u u e u G

v e v v v e v G

=

=

∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ =

∂ − ∂ = ∂ + ∂ − ∂ =

а из уравнений (10) – (12) при s = 0 следуют на-
чальные условия (2), (5). 

Таким образом, функции

 1( , ) ( , , ),u x y u x y y=  2( , ) ( , , ),v x y v x y y=

 ( , ) ( , , ),i ix y w x y y=z  1, 2,i =

будут решением задачи (4)  –  (6), (2) на ,Ω  

00 ,y Y Y≤ ≤ ≤  где Y0 – константа, определяемая 
через начальные условия. 

Лемма 1 доказана. 

Существование ограниченного непрерывного 
решения системы интегральных уравнений

Для доказательства существования реше-
ния задачи (1), (2) в классе  ограниченных 
функций используем систему интегральных 
уравнений (10) – (12). Введем новые функции:

 ( , , ) ( , , ),i ix y s x x y sµ = −η  1, 2;i =

тогда система интегральных уравнений при-
мет вид 

 

1 0 1 1 1

2 0 2 2 2

1 1 3
0

4
2 2 0

2 2 20

1 1 1

0
1

( , , ) ( ( , , ), , , ) ;

( , , ) ( ( , , ), , , ) ;

( , , ) ( ( , ,0)) ( , , ) ;

( , , )
( , , ) ( ) ;

( , , , )

( , , ) ( ( , ,0))

y

s

y

s

s

s

s

x y s e x x y u v d

x y s e x x y u v d

u x y s x x y w x y d

w x y d
v x y s x

b x u v

w x y s x x y

F

=

µ = −µ τ τ τ

µ = − −µ τ τ τ

= ϕ −µ + τ τ

τ τ
= ψ −µ −

−µ τ

= Φ −µ +

+

∫

∫

∫

∫

1 1 1 1 3
0

2 2 2

0
2 2 2 2 4 2

0

3 2 1 4 1 2

1 2 1 2 1 2

( , , , , ( , , ), ) ;

( , , ) ( ( , ,0))

( , , , , , ( , , )) ;

( , , ); ( , , );

( , , ); ( , , ).

s

s

x u v w x y w d

w x y s x x y

F x u v w w x y d

w w x s s w w x s s

v v x s s u u x s s

















 −µ τ τ τ

 = Φ −µ +


+ −µ τ τ τ

 = −µ = −µ


= −µ = −µ

∫

∫

 (14)
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Лемма 2. Система интегральных уравнений 
(14) имеет единственное, ограниченное, непре-
рывное решение на 

1
,YΩ  10 ,Y Y< ≤  где 1Y  – кон-

станта, определяемая из исходных данных. 
 Д о к а з а т е л ь с т в о. Нулевое приближе-

ние к решению системы интегральных уравне-
ний (14) при i = 1, 2 задаем равенствами: 

 (0) 0iµ = , (0) ( ),iiw x= Φ

  (0) (0)
1 2( ), ( ).u x v x= ϕ = ψ

Все последующие приближения системы 
интегральных уравнений (14) определим при 
помощи рекуррентной последовательности си-
стем уравнений ( 1, 2, ...)n = :

  

( ) ( ) ( 1) ( )
01 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( 1)
02 2 2 2

( , , ) ( , , , ) ;

( , , ) ( , , , ) ;

y
n n n n

s

y
n n n n

s

x y s e x u v d

x y s e x u v d

−

−


µ = −µ τ τ



µ = − −µ τ τ


∫

∫

 (15)

    

( ) ( ) ( )
1 1 3

0

( ) ( )
2 2

( )
4
( ) ( ) ( )

0 2 2 2

( ( , ,0)) ( , , ) ;

( ( , ,0))

( , , )
– ;

( , , , )

s
n n n

n n

ns

n n n

u x x y w x y d

v x x y

w x y d

b u v


= ϕ −µ + τ τ




= ψ −µ −


τ τ
 η τ

∫

∫

 (16)

  

( ) ( )
11 1

0 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 3

0

( ) ( )
22 2

0 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
2 2 2 2 4 2

0

( , , ) ( ( , ,0))

( , , , , , ) ;

( , , ) ( ( , ,0))

( , , , , , ) ;

n n

s
n n n n n

n n

s
n n n n n

w x y s x x y

F x u v w w d

w x y s x x y

F x u v w w d

−

−

 = Φ −µ +


+ −µ τ τ



= Φ −µ +

+ −µ τ τ


∫

∫

 (17)

 

( ) ( 1) ( )
1 2 1

( ) ( 1) ( )
2 1 2

( ) ( 1) ( )
3 2 1

( ) ( 1) ( )
4 1 2

( , , );

( , , );

( , , );

( , , ).

n n n

n n n

n n n

n n n

v v s s

u u s s

w w s s

w w s s

−

−

−

−

 = η

 = η


= η


= η

 (18)

Будем рассматривать системы уравнений 
(15) – (17) отдельно. Для всех пар независимых 
уравнений при каждом 1n ≥  с помощью своего 
процесса последовательных приближений до-

кажем существование решения. Затем покажем, 
что при n →∞  последовательности

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2{ },{ },{ },{ }, 1, 2,n n n n

i iu v w iµ =

сходятся и тем самым дают решение системы 
интегральных уравнений (14). Предположим, 
что для ( 1)n − -го приближения справедливы 
оценки: 

 

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( 1) ( 1)
1 2

1; 1; ;

2 ; 2 ; 2 ;

3 ; 3 , 1, 2.

n n n
x x wixi i i

n n n
i

n n
x x

w N

w C u C v C

u C v C i

− − −

− − −
Φ ϕψ ϕψ

− −
ϕψ ϕψ

 µ ≤ ∂ µ ≤ ∂ ≤



≤ ≤ ≤

 ∂ ≤ ∂ ≤ =


 

Рассмотрим уравнения (15), определяя на-
чальные приближения ( ,0) 0, 1, 2,n

i iµ = =  и 

k-приближения ( ){ }, 1, 2;n
i iµ =  k = 1, 2, …: 

 

( , ) ( , 1) ( 1) ( )
01 1 1 1

( , ) ( , 1) ( ) ( 1)
02 2 2 2

( , , ) ( , , , ) ;

( , , ) ( , , , ) .

y
n k n k n n

s

y
n k n k n n

s

x y s e x u v d

x y s e x u v d

− −

− −


µ = −µ τ τ



µ = − −µ τ τ


∫

∫

(19)

Для всех 1
10 k ey Y C −≤ ≤ =  получаем оценки 

( , ) 1, 1, 2.n k
ei yC iµ ≤ ≤ =  

П о сл ед о в а т ел ь н ы е  п р и б л и же н и я 
( , ){ }, 1, 2n k
i iµ =  сходятся для всех 20 ,ky Y≤ ≤  

2 0,5 ,k nY Mµ=  где  1 1
1 2min{ , },n k kM M M− −

µ µ µ=   

const, 1, 2,kiM iµ − = так как выполняются не-
равенства 

 ( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1) .n k n k n k n k
kii i i iy M+ −
µµ −µ ≤ µ −µ  

Производные по переменной x  функций 
( , ), 1, 2n k
i iµ =  и их оценки имеют вид:

  

( , ) ( 1)
01 1

( 1) ( , 1)
0 0 2 1

( , ) ( 1)
02 2

( 1) ( , 1)
0 0 1 2

( , , ) [

( )(1 )] ;

( , , ) [

( )(1 )] ,

y
n k n

x u x

s

n n k
x v x x

y
n k n

x v x

s

n n k
x u x x

x y s e u

e e v d

x y s e v

e e u d

−

− −

−

− −

∂ µ = ∂ ∂ +

+ ∂ + ∂ ∂ −∂ µ τ

∂ µ = − ∂ ∂ +

+ ∂ + ∂ ∂ −∂ µ τ

∫

∫

 

( , ) 1, 1, 2n k
x i i∂ µ ≤ =  для всех
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 30 ky Y≤ ≤ , 1 1
3 3 4max{ ; },k k kY M M− −

µ µ=

где 3 4, const.k kM Mµ µ −  
 Последовательные приближения (19) огра-

ничены, сходятся и имеют ограниченные част-
ные производные по переменной x: 

  ( ) ( )1, 1, 1, 2n n
xi i iµ ≤ ∂ µ ≤ = .  (20)

Рассмотрим уравнения (16), определяя на-
чальные приближения ( ,0) ( )

1 1( ( , ,0));n nu x x y= ϕ −µ  
( ,0) ( )
2 2( ( , ,0))n nv x x y= ψ −µ

с оценками ( ,0)
1 ;nu Cϕψ≤  ( ,0)

2 ,nv Cϕψ≤  и 

k-приближения ( ) ( )
1 2{ },{ },n nu v  1, 2, ...k = : 

 

( , ) ( )
1 1 0

( 1) ( ) ( , )
2 1 2

0

( )
2

( 1) ( )
1 2

( ) ( 1) ( ) ( , 1)
0 2 1 2 2

( )

( , , ) ; ( , , )

( ( , ,0))

( , , )
.

( , , ( , , ), )

n k n

s

s
n n n k

n

n ns

n n n n k

u x

w x d v x y s

x x y

w x d

b x u x v

=

−

−

− −

 = ϕ −µ +


+ −µ τ τ τ =


= ψ −µ −


−µ τ τ τ
−

−µ τ −µ τ τ

∫

∫

 (21)

Для всех 40 ,ky Y≤ ≤

 4 00,5max{ / ; / }k eY C C C С q Cϕψ Φ ϕψ Φ=

получаем оценки 

 ( , )
1 2 ;n ku Cϕψ≤  ( , )

2 2 .n kv Cϕψ≤

Последовательные приближения ( , )
1{ },n ku  

( , )
2{ }n kv  сходятся для всех 50 ,ky Y≤ ≤  

 5 0 / (4 ),k evY p С СΦ=

так как выполняются соотношения: 

 ( , 1) ( , )
1 1 0;n k n ku u+ − =  

  ( , 1) ( , ) 1 ( , ) ( , 1)
02 2 2 22 .n k n k n k n k

evv v y C C p v v+ − −
Φ− ≤ −

Предположим, что справедливо неравен-

ство ( , 1)
2 3 .n k

xv C−
ϕψ∂ ≤  Производные по пере-

менной x функций ( , ) ( , )
1 2,n k n ku v  и их оценки име-

ют вид
  

( , ) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 2

0

(1 ) (1 ) ;
s

n k n n n
x x x xu w d−′∂ = −∂ µ ϕ + −∂ µ ∂ τ∫

 

 
( , ) ( ) ( )
2 2 2

0

( 1) 1 ( 1) ( 1) 2
1 1 1

( 1) ( , 1) 2
1 2

(1 ) {(1 )

[ ( ) ]

} ;

s
n k n n

x x x

n n n
x x u x

n n k
v x

v

w b w b b u b

w b v b d

− − − − −

− − −

′∂ = −∂ µ ψ − −∂ µ ×

× ∂ − ∂ + ∂ ∂ −

− ∂ ∂ τ

∫

  ( , )
1 3 ,n k

xu Cϕψ∂ ≤ ( , )
2 3n k

xv Cϕψ∂ ≤  

для всех 60 ,ky Y≤ ≤

 6 2max{ / (2 ); / },k w x vnY C N C Mϕψ ϕψ=

 const.vnM −

Последовательные приближения (21) огра-
ничены, сходятся и имеют ограниченные част-
ные производные по переменной x: 

 ( )
1 2 ;nu Cϕψ≤  ( )

1 3 ;n
xu Cϕψ∂ ≤  

 ( )
2 2 ;nv Cϕψ≤  ( )

2 3 .n
xv Cϕψ∂ ≤

Рассмотрим уравнения (17), определяя на-
чальные приближения 

 ( ,0) ( )( ( , ,0))n n
ii iw x x y= Φ −µ

с оценками ( ,0) ,n
iw СΦ≤  и k-приближения 

( ){ }, 1, 2;n
iw i =  1, 2, ...k = : 

( , ) ( )
11 1

0 ( ) ( 1) ( ) ( , 1) ( )
1 1 1 1 1 3

0

( , ) ( )
22 2

0 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( , 1)
2 2 2 2 4 2

0

( , , ) ( ( , ,0))

( , , , , , ) ;

( , , ) ( ( , ,0))

( , , , , , ) .

n k n

s
n n n n k n

n k n

s
n n n n n k

w x y s x x y

F x u v w w d

w x y s x x y

F x u v w w d

− −

− −

 = Φ −µ +



+ −µ τ τ



= Φ −µ +

 + −µ τ τ


∫

∫

(22)

Для всех 1
70 ky Y NF −≤ ≤ =  получим оценки 

( , ) 2 , 1, 2.n k
iw C iΦ≤ =  Последовательные при-

ближения ( , ){ }n k
iw  сходятся для всех 80 ,ky Y≤ ≤  

 1 1
8 5 60,5min{ , },kY NF NF− −=

так как выполняются неравенства: 

  ( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1)
51 1 1 1 ;n k n k n k n kw w yNF w w+ −− ≤ −

  ( , 1) ( , ) ( , ) ( , 1)
62 2 2 2 .n k n k n k n kw w yNF w w+ −− ≤ −  
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Производные по переменной x функций 
( , ), 1, 2,n k
iw i =  и их оценки имеют вид: 

 

( , ) ( ) ( ) 0
1 11 1 1

0

0 ( 1) 0 ( 1)
1 2 12 2

0 ( 1) 0 ( , 1)
1 1 11 1

(1 ) {(1 )[

]

} ;

s
n k n n

x x x x

n n
v x w x

n n k
u x w x

w F

F v F w

F u F w d

− −

− −

′∂ = −∂ µ Φ + −∂ µ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ τ

∫

 

 

( , ) ( ) ( ) 0
2 22 2 2

0

0 ( 1) 0 ( 1)
2 1 21 1

0 ( 1) 0 ( , 1)
2 2 22 2

(1 ) {(1 )[

]

} ,

s
n k n n

x x x x

n n
u x w x

n n k
v x w x

w F

F u F w

F v F w d

− −

− −

′∂ = −∂ µ Φ + −∂ µ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ τ

∫

 

  ( , ) , 1, 2n k
x wixiw N i∂ ≤ =  для всех 80 .ky Y≤ ≤  

Последовательные приближения (22) огра-
ничены, сходятся и имеют ограниченные част-
ные производные по переменной x: 

 ( ) 2 ;n
iw CΦ≤  ( ) , 1, 2.n

x wixiw N i∂ ≤ =  

Таким образом, система уравнений (15)–
(17) при каждом 1, 2, ...n =  имеет гладкое, огра-
ниченное решение с производными первого 
порядка по переменной x. При этом равномер-
но выполняются оценки: 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2

( ) ( )
1 2

1, 1, ;

2 , 2 , 2 ;

3 , 3 , 1, 2,

n n n
x x wixi i i

n n n
i

n n
x x

w N

w C u C v C

u C v C i

Φ ϕψ ϕψ

ϕψ ϕψ

 µ ≤ ∂ µ ≤ ∂ ≤



≤ ≤ ≤

 ∂ ≤ ∂ ≤ =


 (23)

где константы определяются через исходные 
данные и не зависят от номера итерации.

На основе этого докажем, что при n →∞  
последовательные приближения из системы 
рекуррентных уравнений (15) – (17) сходятся, 
то есть система уравнений (14) для всех 

10 ,s y Y≤ ≤ ≤  1x∈ℜ  имеет ограниченное и диф-
ференцируемое решение с производными пер-
вого порядка по x. В силу полученных оценок 
(23) следует, что для функций ( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , , ,n n n n
i iu v wµ  

1, 2i = , равномерно выполняется условие Лип-
шица по переменной x. Введем обозначения: 

 1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( ), ;n n n n n n
i ii i i iR R w w+ + + +
µ = µ −µ = −  

 1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( )
1 1 2 2, , 1, 2.n n n n n n

u vR u u R v v i+ + + += − = − =  

Из системы рекуррентных уравнений (15) с 
учетом оценок (23) имеем: 

 1 1 ( ),n n n n
i i ki eu u ev vR yR M y C R C R+ +
µ µ µ≤ + +  

и поскольку ( , ){ }, 1, 2,n k
i iµ =  сходятся при 

20 ,ky Y≤ ≤  получим:

  1 ( ), 1, 2.n n n
i n eu u ev vR M C R C R i+
µ µ≤ + =  (24)

Из системы рекуррентных уравнений 
(15) – (17) с учетом (23), (24) для последователь-
ностей ( )

1{ }nu , ( )
2{ }nv , ( ){ }, 1, 2,n

iw i =  выводим 
неравенства: 

 

1
1 1 2

1
2 2 1 2

1
1 3 3 2 3

1
2 4 4 1 4

( ) ( ) ;

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

 ( ) ( ) ( ).

n n n n
u u u v v

n n n n
v u u v v w

n n n n
u u v v w

n n n n
u u v v w

R R C y R C y R y

R R C y R C y R C y

R R C y R C y R C y

R R C y R C y R C y

+

+

+

+

≤ + +

≤ + +

≤ + +

≤ + +

 

Просуммируем последние неравенства и 
обозначим соответствующий максимальный 
коэффициент max ( )С y , тогда имеем: 

 
1 1 1 1

1 2

max 1 2( )[ ].

n n n n
u v

n n n n
u v

R R R R

C y R R R R

+ + + ++ + + ≤

≤ + + +
 

Так как max ( )C y  есть многочлен первой сте-
пени относительно y с коэффициентами, не 
зависящими от номера итерации и определяе-
мые через исходные данные, то точно опреде-
ляется такое значение 1

9 max0,5 ,kY C −=  что для 
всех 90 ky Y< ≤  выполняется неравенство 

max ( ) 1C y < . Тогда следует сходимость ряда

 1 2
1

( )n n n n
u v

n

R R R R
∞

=

+ + +∑ ,

и по признаку сравнения ряды 
1

,n
u

n

R
∞

=
∑  

1

,n
v

n

R
∞

=
∑  

1

,n
i

n

R
∞

=
∑  

1

,n
i

n

R
∞

µ
=
∑ 1, 2,i =  сходятся. 

Таким образом, доказана сходимость по-
следовательных приближений ( ) ( ) ( )

1 2{ }, { }, { },n n n
iu v µ  

( ){ }, 1, 2.n
iw i =  Переходя к пределу при n →∞  в 

рекуррентных уравнениях (15) – (17), получим, 
что предельные функции будут удовлетворять 



137

Математика

системе уравнений (14). Этим самым мы уста-
новили, что при 10 ,s y Y≤ ≤ ≤  1,x∈ℜ

 1 0 1 9 9min{ , , ..., , }k k kY Y Y Y Y=

существует ограниченное и непрерывное реше-
ние системы уравнений (14). Единственность 
решения системы уравнений (14) следует из 
того, что для разности двух возможных решений 
этой системы будет выполняться неравенство 
вида

 1 2 max 1 2( )C yω −ω ≤ ω −ω . 

Лемма 2 доказана. 

Дифференцируемость решения системы
интегральных уравнений

Для получения оценок производных второ-
го порядка по переменной x функций 1( , , ),u x y s  

2( , , ), ( , , ), ( , , ), 1, 2,i iv x y s x y s w x y s iµ =  удовлет-
воряющих системе интегральных уравнений 
(14), будем учитывать оценки (23). 

 Лемма 3. Функции 1 2( , , ), ( , , ),u x y s v x y s   
( , , ), ( , , ), 1, 2,i ix y s w x y s iµ =  удовлетворяющие 

системе интегральных уравнений (14), имеют 
ограниченные и непрерывные производные по пере-
менной x на 

1YΩ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предполагаем, что 
для ( 1)n −  приближений функций 1( , , ),u x y s  

2( , , ), ( , , ), ( , , ), 1, 2,i iv x y s x y s w x y s iµ =  справед-
ливы оценки: 

 

2 ( 1) 2 ( 1)
1 2

2 ( 1) 2 ( 1)

; ;

; , 1, 2.

n n
xx uxx xx vxx

n n
xx xx xx wixxi i

u N v N

N w N i

− −

− −
µ

 ∂ ≤ ∂ ≤

∂ µ ≤ ∂ ≤ =

 

Найдем производные второго порядка 
функций ( ), 1, 2 :n

i iµ =

 

2 ( ) 2 ( ) ( 1)
1 1 2

( ) 2 2 ( 1) 2 ( 1) 2 2
1 2 2

( ) 2 2 ( 1) ( 1)
1 2 1

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
2 1 1

{ ( ) (1

) [2 ( ) ]

(1 )[2( )

] ( ) } ;

y
n n n

xx xx x v x

s

n n n
x xv x vv x xx

n n n
x xu uv x x

n n n
v xx uu x u xx

e e v

e v e v e

e e v u

e v e u e u d

−

− −

− −

− − −

∂ µ = −∂ µ ∂ + ∂ ∂ + −

−∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ +

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ τ

∫

2 ( ) 2 ( ) ( 1)
2 2 1

( ) 2 2 ( 1) 2 ( 1) 2 2
2 1 1

{ ( ) (1

) [2 ( ) ]

y
n n n

xx xx x u x

s

n n n
x xu x uu x xx

e e u

e u e u e

−

− −

∂ µ = − −∂ µ ∂ + ∂ ∂ + −

−∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ +

∫

( ) 2 2 ( 1) ( 1)
2 1 2

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
1 2 2

(1 )[2( )

] ( ) } .

n n n
x xv uv x x

n n n
u xx vv x v xx

e e u v

e u e v e v d

− −

− − −

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ τ

Поскольку для всех 20 ky Y≤ ≤  имеем 
0,5; constki iyM Mµ µ≤ − , 

 2 ( ) 2 .n
xx i i n xxi yM M M Nµ µ µ µ∂ µ ≤ ≤ ≤  

Найдем производные второго порядка 
функций ( )

1
nu , ( )

2
nv : 

 

2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
1 1 1

2 ( ) ( 1) ( ) 2 2 ( 1)
1 2 1 2

0

(1 )

{ (1 ) } ;

n n n
xx xx x

s
n n n n

xx x x xx

u

w w d− −

′ ′′∂ = −∂ µ ϕ + −∂ µ ϕ +

+ −∂ µ ∂ + −∂ µ ∂ τ∫

 

2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
2 2 2

2 ( ) ( 1) 2 ( 1)
2 1 1

0

( 1) 1 ( ) 2 2 ( 1) 1
1 2 1

( ) ( 1) 2 ( )
2 1 2

( ) ( 1)
2 1

(1 )

{ [ ( )

] (1 )

2(1 ) [

(1 )( )]

n n n
xx xx x

s
n n n

xx x u x

n n n
x x xx

n n n
x x v x

n n
x x u x

v

w b b b u

w b w b

w b b v

b b u

− − −

− − − −

− −

−

′ ′′∂ = −∂ µ ψ + −∂ µ ψ −

− ∂ µ ∂ + ∂ ∂ −

−∂ + −∂ µ ∂ −

− −∂ µ ∂ ∂ ∂ +

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ −

∫

 

 

( 1) 3 ( ) ( 1)
1 2 1

( ) 2 ( 1) 2 2 ( ) 2
2 1 2

( ) 2 2 ( 1) 2 2 ( 1) 2
2 1 1

2 ( ) ( ) 2 2 ( 1)
2 2 1

2 ( 1)
1

2 [(1 )( )

] [ ( )

(1 ) (2 ( )

) (1 )(2 ( )

)

n n n
x x u x

n n n
v x vv x

n n n
x xu x uu x

n n n
xx x x xv uv x

n
u xx

w b b b u

b v w b b v

b u b u

b v b b u

b u

− − −

− −

− −

−

−

− −∂ µ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ − ∂ ∂ +

+ −∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ + −∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ 2 ( )
2 ]} .n

v xxb v d+ ∂ ∂ τ

Поскольку для всех 50 ky Y≤ ≤ , имеем

 1
0 22 0,5; const,ev vy C C p M−

Φ < −

тогда 

 

2 ( )
1

1
0 2 2

2 ( )
2

1
0 2

(3 )

(4 ) ( 3 ) ;

2 (3 )

(2 ) .

n
xx xx

ev w x xx w xx uxx

n
xx xx

ev v vxx

u C N

p C C N N N N

v C N

p C C M N

ϕψ µ

−
Φ µ

ϕψ µ

−
Φ

∂ ≤ + +

+ + ≤

∂ ≤ + +

+ ≤

 

Рассмотрим производные второго порядка 
функций ( ), 1, 2n

iw i = : 
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2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
1 11 1 1

2 ( ) ( 1) ( 1)
1 1 2 11 2 2

0

(1 )

{ ( )

n n n
xx xx x

s
n n n

xx x v x w x

w

F F v F w− −

′ ′′∂ = −∂ µ Φ + −∂ µ Φ +

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +∫
 

 

( ) ( ) 2 2 ( 1)
1 11 1 2

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( )
2 1 1 1 12 1 1

( ) 2 ( 1) 2 ( 1)
1 2 11 2 2

(1 )[(1 )(

)

(1 )(

n n n
x x xx xv x

n n n
xw x xu x xw x

n n n
x vv x vw x

F F v

F w F u F w

F v F w

−

− −

− −

+ −∂ µ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ −∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

 

  

2 ( 1) 2 ( 1)
1 12 1

2 ( ) ( 1) ( ) 2
1 1 2 11 2 1

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)
2 1 2, 2 12 2 2

2 ( 1) 2 ( ) ( 1)
2 1 2, 1 11 1 2

( ) 2 (
11 2

) (

) (1 )(

)

( )

(1 )(

n n
vx x vu x

n n n
vw x x x w x

n n n
w v x w w x x

n n n
w u x w w x x

n n
x v xx

F v F u

F w v F

F v F w w

F u F w w

F v

− −

−

− − −

− −

−

+∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ ∂ + −∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ −∂ µ ∂ ∂ 1) 2 ( 1)
2 1 2 )]n

w xxF w −+ ∂ ∂ +

 

  

( ) 2 ( 1) 2 ( 1)
1 2 11 2 2

2 ( 1) 2 ( ) ( 1)
1 1 11 1 1

2 ( 1) 2 ( ) ( 1)
1 1 11 1 1

2 ( 1) ( ) 2
1 1 11 1

2 ( 1) 2 (
1 1 1 2 12 2

(1 )[

] )

( )

(1 )[

n n n
x uv x uw x

n n n
ux x uw x x

n n n
uu x uw x x

n n
u xx x w x

n
w v x w w x

F v F w

F u F w u

F u F w u

F u F

F v F w

− −

− −

− −

−

−

+ −∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+∂ ∂ + −∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ 1) ( )
1

2 ( ) 2 2 ( )
1, 1 1 1 11 1

]

( ) } ;

n n
x

n n
w w x w xx

w

F w F w d

− ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ τ

 

( )2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
2 22 2 2

2 ( ) ( 1) ( 1)
2 2 1 22 1 1

0

( ) ( ) 2 2 ( 1)
2 22 2 1

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( )
1 2 2 2 21 2 2

, , (1 )

{ ( )

(1 )[(1 )(

)

(1

n n n
xx xx x

s
n n n

xx x u x w x

n n n
x x xx xu x

n n n
xw x xv x xw x

w x y s

F F u F w

F F u

F w F v F w

− −

−

− −

′ ′′∂ = −∂ µ Φ + −∂ µ Φ +

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ −∂ µ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+ −∂

∫

( ) 2 ( 1) 2 ( 1)
2 1 22 1 1)(n n n

x uu x uw xF u F w− −µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

 

2 ( 1) 2 ( 1)
2 21 2

2 ( ) ( 1) ( ) 2
2 2 1 22 1 2

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)
1 2 1, 1 21 1 1

2 ( 1) 2 ( ) ( 1)
1 2 2, 1 22 2 1

( ) 2 (
22 1

) (

) (1 )(

)

( )

(1 )(

n n
ux x uv x

n n n
uw x x x w x

n n n
w u x w w x x

n n n
w v x w w x x

n n
x u xx

F u F v

F w u F

F u F w w

F v F w w

F u

− −

−

− − −

− −

−

+∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ ∂ + −∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+ −∂ µ ∂ ∂ 1) 2 ( 1)
1 2 1 )]n

w xxF w −+ ∂ ∂ +

 

 

( ) 2 ( 1) 2 ( 1)
2 1 22 1 1

2 ( 1) 2 ( 1) ( )
2 2 22 2 2

2 ( 1) 2 ( ) ( 1)
2 2 22 2 2

2 ( 1) ( ) 2
2 2 22 2

2 ( 1) 2 (
2 2 1 2 21 1

(1 )[

]

( )

(1 )[

n n n
x uv x vw x

n n n
vx x w v x x

n n n
vv x vw x x

n n
v xx x w x

n n
w u x w w x

F u F w

F v F v w

F v F w v

F v F

F u F w

− −

− −

− −

−

−

+ −∂ µ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ +

+∂ ∂ + −∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ 1) ( )
2

2 ( ) 2 2 ( )
2, 2 2 2 22 2

]

( ) } .

n
x

n n
w w x w xx

w

F w F w d

− ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ τ

Поскольку для всех 80 ky Y≤ ≤  имеем 

5 60,5; 0,5yNF yNF≤ ≤ ,

  

2 ( ) 1
5 1 11

2 ( ) 1
6 2 22

2 (3 ) ;

2 (3 ) .

n
xx xx w w xx

n
xx xx w w xx

w C N NF M N

w C N NF M N

−
Φ µ

−
Φ µ

∂ ≤ + + ≤

∂ ≤ + + ≤
 

Таким образом, мы получили оценки для 
производных второго порядка функций 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2, , , , 1, 2n n n n

i iu v w iµ = , по переменной x:

 

2 ( ) 2 ( )
1 2

2 ( ) 2 ( )

; ;

; , 1, 2.

n n
xx uxx xx vxx

n n
xx xx xx wixxi i

u N v N

N w N iµ

 ∂ ≤ ∂ ≤

∂ µ ≤ ∂ ≤ =

 

Тогда для функций ( ) ( ) ( )
1 2, , ,n n n

x x x iu v∂ ∂ ∂ µ   
( ), 1, 2n

x iw i∂ = , равномерно выполняется усло-
вие Липшица по переменной x: 

  

( ) ( )
1 2 1 21 1

( ) ( )
1 2 1 22 2

( ) ( )
1 2 1 2

( ) ( )
1 2 1 2

( , , ) ( , , ) ;

( , , ) ( , , ) ;

( , , ) ( , , ) ;

( , , ) ( , , ) .

n n
x x uxx

n n
x x vxx

n n
x x xxi i

n n
x x wixxi i

u x y s u x y s N x x

v x y s v x y s N x x

x y s x y s N x x

w x y s w x y s N x x

µ

∂ −∂ ≤ −

∂ −∂ ≤ −

∂ µ −∂ µ ≤ −

∂ −∂ ≤ −

 

Учитывая, что ряды 
1

,n
u

n

R
∞

=
∑  

1

,n
v

n

R
∞

=
∑  

1

,n
i

n

R
∞

=
∑  

1

, 1, 2n
i

n

R i
∞

µ
=

=∑ , сходятся, из рекуррентных урав-

нений для определения

 ( ) ( ) ( )
1 2{ }, { }, { },n n n

x x x iu v∂ ∂ ∂ µ  ( ){ }, 1, 2n
x iw i∂ = ,

получим, что будут выполняться соотношения 

 ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1 2 2; ;n n n n n n

x x u x x vu u v v+ +∂ −∂ ≤ γ ∂ −∂ ≤ γ  

 ( 1) ( ) ( 1) ( ); ,n n n n n n
x x i x x ii i i iw w+ +

µ∂ −∂ ≤ γ ∂ µ −∂ µ ≤ γ  

где ряды 
1

,n
u

n

∞

=

γ∑  
1

,n
v

n

∞

=

γ∑
1

,n
i

n

∞

µ
=

γ∑
1

, 1, 2,n
i

n

i
∞

=

γ =∑  схо-

дятся. 
В результате мы получили, что последова-

тельные приближения 

 ( ) ( ) ( )
1 2{ }, { }, { },n n n

x x x iu v w∂ ∂ ∂  ( ){ }, 1, 2n
x i i∂ µ = ,

сходятся, а значит решения системы интегральных 
уравнений (14) имеют ограниченные и непре-
рывные производные по переменной x на 

1YΩ . 
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Лемма 3 доказана. 
Лемма 4. Функции 1 2( , , ), ( , , ),u x y s v x y s  

( , , ), ( , , ), 1,2,i ix y s w x y s iµ =  удовлетворяющие 
системе интегральных уравнений (14), имеют 
ограниченные и непрерывные производные по пере-
менной y на 

*YΩ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предполагаем, что 
для ( 1)n −  приближений функций

1 2( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), 1, 2,i iu x y s v x y s x y s w x y s iµ =

справедливы оценки: 

 

( 1) ( 1)
1 2

( 1) ( 1)

; ;

; , 1, 2.

n n
y uy y vy

n n
y y y wiyi i

u N v N

N w N i

− −

− −
µ

 ∂ ≤ ∂ ≤

∂ µ ≤ ∂ ≤ =

 

Рассмотрим производные функций 
( ), 1, 2,n
i iµ =  по переменной y: 

( ) ( ) ( 1) ( )
1 1 1 1

( ) ( 1) ( 1)
1 2 1

( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2 2 2

( ) ( 1) ( 1)
2 1 2

( , , , )

{ ( ) } ;

( , , , )

{ ( ) } ;

n n n n
y

y
n n n

y x v y u y

s

n n n n
y

y
n n n

y x u y v y

s

e x y u v

e e v e u d

e x y u v

e e u e v d

−

− −

−

− −

∂ µ = −µ +

+ −∂ µ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ τ

∂ µ = − −µ +

+ ∂ µ ∂ + ∂ ∂ −∂ ∂ τ

∫

∫

(25)

  ( ) , 1, 2,n
y yi N iµ∂ µ ≤ =  для всех 30 .ky Y≤ ≤  

Поскольку для всех 20 ky Y≤ ≤  имеем 
0,5,kiyMµ ≤  то справедливы оценки 

 

( )
1

( )
2

2 2 ;

2 2 .

n
y e eu uy y

n
y e ev vy y

С yC N N

C yC N N

µ

µ

∂ µ ≤ + ≤

∂ µ ≤ + ≤
 

Рассмотрим производные функций ( ) ( )
1 2,n nu v  

по переменной y:

( ) ( ) ( ) ( 1)
1 1 1 2

0

( ) ( ) 1 ( ) ( 1)
2 2 2 1

0

( 1)
( ) ( 1) ( )1
2 1 22

( ) ;

{

[ ( ) ]}.

s
n n n n

y y y x

s
n n n n

y y y x

n
n n n

y x u x v y

u w d

v d b w

w
b b u b v

b

−

− −

−
−

′∂ = −∂ µ ϕ + −∂ µ ∂ τ

′∂ = −∂ µ ψ + τ ∂ µ ∂ −

− ∂ µ ∂ + ∂ ∂ −∂ ∂

∫

∫ (26)

Поскольку для всех 50 ky Y≤ ≤  имеем 
1

02 0,5,evy C C p−Φ <  то

  

( ) 0
21

( ) 1 1/2
0 1 0 02

1
0 2

;
4

(2 ) { ( )

2 } 2 .

n
y y w x y uy

ev

n
y ev y w x

y k y vy

p
u C N N N N

C C

v p C C N N p q

C p N M C N N

ϕψ µ µ
Φ

− −
Φ µ

−
Φ µ µ ϕψ µ

∂ ≤ + ≤

∂ ≤ +

+ + ≤

 

Рассмотрим производные функций 
( ), 1, 2,n
iw i =  по переменной y:

  

( ) ( ) ( )
1 11 1 1

0

( 1) ( 1)
1 2 12 2

( 1) ( )
1 1 11 1

( ) ( ) ( )
2 22 2 2

0

( 1) ( 1)
1 1 21 1

( 1) ( )
2 2 22 2

{ [

]

– } ;

{ [

]

} .

s
n n n

y y y x

n n
v x w x

n n
u y w y

s
n n n

y y y x

n n
u x w x

n n
v y w y

w F

F v F w

F u F w d

w F

F u F w

F v F w d

− −

−

− −

−

′∂ = −∂ µ Φ − ∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ −

∂ ∂ −∂ ∂ τ

′∂ = −∂ µ Φ − ∂ µ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ +

+∂ ∂ + ∂ ∂ τ

∫

∫

 (27)

Поскольку для всех 80 ky Y≤ ≤  имеем 

5 0,5;yNF ≤  6 0,5,yNF ≤  то

 

( )
1 41

6 2 3 1

( )
1 32

5 1 4 2

2 2 { ( 3

) } ;

2 2 { ( 3

) } .

n
y y y

w x uy w y

n
y y y

w x vy w y

w C N y N NF NF C

NF N NF N N

w C N y N NF NF С

NF N NF N N

Φ µ µ ϕψ

Φ µ µ ϕψ

∂ ≤ + + +

+ + ≤

∂ ≤ + + +

+ + ≤

 

В лемме 3 было доказано, что для функций 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , 1, 2, ,n n n n
x x x xi iw i u v∂ µ ∂ = ∂ ∂  равномер-

но выполняется условие Липшица по перемен-
ной x. Из соотношений (25) – (27) выводится, 
что последовательные приближения 

 ( ) ( )
1 2{ }, { },n n

y yu v∂ ∂  ( ) ( ){ }, { }, 1, 2,n n
y yi iw i∂ µ ∂ =

при достаточно малом * 1Y Y≤  сходятся, обе-
спечивая тем самым существование у функций

 1 2( , , ), ( , , ),u x y s v x y s ( , , ),i x y sµ  

 ( , , ), 1, 2,iw x y s i =

ограниченных и непрерывных производных по 
y  на 

*YΩ . 
Лемма 4 доказана. 
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На основании проведенных исследований 
нами доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть функции ( , , , ),P x y u v  
( , , , )Q x y u v  дважды непрерывно дифференцируемы 

по всем аргументам, 0 0,P p≥ >  0 0,Q q≥ >  
(2) 1( ), ( ) ( ).x x Сϕ ψ ∈ ℜ  Тогда задача Коши (1), (2) 

для системы Франкля в гиперболическом случае при 

*0 y Y≤ ≤  имеет единственное ограниченное, диф-
ференцируемое решение ( , ), ( , )u x y v x y ∈ (2,1)( ),С∈ Ω
при этом функции ( , ), ( , )u x y v x y определяются 
из системы интегральных уравнений (14). 

Итак, полученные в данной работе резуль-
таты свидетельствуют об эффективности при-
менения метода дополнительного аргумента 
к исследованию условий разрешимости и по-
строению численных решений для систем ква-
зилинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных первого порядка. 

Автор выражает благодарность ведущему научному 
сотруднику профессору А.П. Качалову из лаборатории 
математических проблем геофизики ПОМИ им. В.А. Сте-
клова РАН за полезные дискуссии. 
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Среди основных направлений исследова-
ний в теории графов паросочетания занимают 
одно из основных мест. Тесные связи теории 

УДК 519.1

А.М. Магомедов, Т.А. Магомедов

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОДГРАФА МАКСИМАЛЬНОЙ ПСЕВДОПЛОТНОСТИ

паросочетаний с задачами о раскрасках и на-
значениях с оптимизационными проблемами и 
задачами расписаний привлекают к ней много-
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численных исследователей. При этом широко 
используются конструкции и подходы из теории 
NP-полных задач. Как известно, методы теории 
графов успешно используются для исследова-
ния задач расписаний (см., например, [1, 2]).

В данной работе паросочетания выступают в 
качестве связующего звена между задачей вычис-
ления псевдоплотности графа и задачей о непре-
рывном расписании минимальной длительности. 

В статье используются обозначения и опре-
деления, принятые в монографии [3].

Задача вычисления псевдоплотности  графа

Максимум отношения числа ребер к числу 
вершин подграфа графа G обозначим через 

( )density G . Наименьшее целое число, не мень-
шее, чем ( )density G , будем называть псевдо-
плотностью графа G и обозначать ( )ps G . В ра-
боте  [4] построен алгоритм, который 
позволяет для графа G = (V, E) (|V| = n, |E| = l) 
вычислять ( )density G  за время 

 M(n,n + l)logn, (1)

где M(x, y)  – время нахождения пропускной 
способности минимального разреза в сети с x 
вершинами и y ребрами. 

Особенностью принятого в уже упомянутой 
работе [4] подхода является внимание лишь к 
мощностным характеристикам графа (n и l), в то 
время как индивидуальные особенности графа 
никак не влияют на качество алгоритма, и даже 
весьма простая структура графа не способствует 
улучшению приведенной оценки. 

В следующем разделе изложен подход к вы-
числению ( )ps G , а точнее – к проверке нера-
венства ( )ps G p≤  для заданного натурального 
p. В заключительном разделе показано приме-
нение предложенного подхода к проверке усло-
вий существования непрерывного расписания.

Сведение задачи к вычислению паросочетаний 
в двудольных графах

Для заданного графа 

 G = (V, E), V = {v1, …, vn}, E = {e1, …, el}, (2)

построим двудольную интерпретацию графа 
G1 = (X1, Y1, E1): 

 X1 = {x1, …, xl}; Y1 = {y1, …, yn};

 
1 1 12 ;G id x x X= ∀ ∈  1( , ) .i jx y E∈

Такое построение справедливо в том и толь-
ко в том случае, если ребро ei и вершина vj ин-
цидентны в графе G.

Пусть 1( )SΓ  обозначает множество вершин, 
смежных в графе G1 с вершинами множества 

1S X⊆ . Тогда, очевидно,

 
1 1

| |
( ) max .

| ( ) |S X

S
ps G

S⊆

 
=  Γ 

Для целого положительного p определим 
граф 

 ( ) ( ) ( ) ( )( , , )p p p pG X Y E=  (3)

следующим образом: положим ( )
1

pX X=  и вы-
полним замену каждой вершины 1y Y∈  и всех 
инцидентных ей в графе G1 ребер 

1( , ), ..., ( , )kx y x y  на конструкцию из p новых 
вершин ( )

1, ..., p
py y Y∈  и pk новых ребер: 

 ( )( , ) ; 1, ..., ; 1, ..., .p
j ix y E j k i p∈ = =

Множество вершин, смежных в графе ( )pG  
с вершинами множества ( )pS X⊆ , обозначим 

( )( )p SΓ . Поскольку 

 ( )
1| ( ) | | ( ) |p S p SΓ = Γ ,

то условия

 1
1

| |

| ( ) |

S
p S X

S
≤ ∀ ⊆

Γ
 (4)

равносильны условиям

 ( )

( )

| |
1

| ( ) |

p

p

S
S X

S
≤ ∀ ⊆

Γ
,

которые, согласно теореме Холла [1], явля-
ются условиями существования в графе (3) 
полного паросочетания множества X (p) с мно-
жеством Y  (p). Таким образом, вычисление 
ps(G) сводится к определению в множестве {1, 
..., n} наибольшего элемента p, для которого 
в графе (3) существует полное паросочета-
ние множества X(p) с множеством Y (p). При-
менение дихотомии приведет к появлению 
в оценке сомножителя logn , аналогичного 
сомножителю в оценке (1).

Напомним, что вычисление максимального 
паросочетания в двудольном графе из k вершин 

может быть выполнено за время 
5

2O k
 
 
 
 

 [5]. 
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Применение к задаче оптимизации расписания

Пусть исходные данные к расписанию обслу-
живания n требований в системе из l приборов 
заданы в виде графа (2). Если ( , )i k je v v= , то обо-
значим ( , )i j kω = ; семейство наборов 

, 1, ..., ,i i lω =  обозначим Ω . Каждый прибор i 
должен выполнить точно одну операцию с каж-
дым из требований (необязательно различных) 
из набора iω . Предполагается, что длительность 
каждой операции равна единице, порядок вы-
полнения операций произволен (условия пред-
шествования отсутствуют); кроме того,  запре-
щается одновременное обслуживание одним 
прибором более одного требования и одного 
требования – более чем одним прибором.

Задача о существовании непрерывного рас-
писания, соответствующего исходным данным.  
Существует ли матрица T из l строк и ∆  столб-
цов с элементами из множества {0,1, 2, , }n… , 
такая, что ненулевые элементы в каждом столб-
це матрицы попарно различны, в каждой i-й стро-
ке ненулевые элементы образуют набор iω  и рас-
полагаются в соседних ячейках строки?

(Через ∆ обозначена максимальная степень 
вершины в графе G).

И н т е р п р е т а ц и я .  Если ,i jT k= , то 
при 0k >  прибор i в момент времени j вы-

полняет операцию над требованием k; 
при 0k =  прибор i в момент времени j не 

обслуживает ни одного требования.
При 2l ≥  и отсутствии ограничений на ко-

личество требований, предписанных отдельным 
приборам, в работе [6] доказана NP-полнота 
задачи о существовании непрерывного распи-
сания (см. также [7]).

Приведем равносильную формулировку за-
дачи в терминах реберной раскраски графов: 
требуется проверить возможность раскраски ∆ 
цветами ребер двудольного представления 

1 1 1 1( , , )G X Y E=  графа G так, чтобы 

для каждой вершины 1ix X∈  цвета инцидент-
ных ребер отличались точно на единицу; 

для каждой вершины 1jy Y∈  все инцидентные 

ребра имели разные цвета.
Вопросы NP-полноты проблемы в общем 

виде рассмотрены в работе [8]. Для четных ∆  
непрерывное расписание всегда существует [9]. 
Мы рассматриваем случай, когда ∆  нечетно, 

2 1p∆ = + . Развернутый обзор по данному во-
просу можно найти в работе [10].

Для непрерывного расписания введем  следу-
ющие обозначения: ( ')N Ω  – количество различ-
ных чисел в наборах из подсемейства ′Ω ⊆ Ω; 

i′Ω  – подсемейство, образованное в ′Ω  набо-
рами, один из элементов каждого из которых 
расположен в столбце с номером 2i; 1, ...,i p= . 

Легко видеть, что 

 
1,...,

| | max | | ( ).i
i p

p pN
=

′ ′ ′Ω ≤ Ω ≤ Ω

Другими словами, для существования не-
прерывного расписания необходимо выпол-
нение условий

 
| |

.
( )

p
N

′Ω
′≤ ∀Ω ⊆ Ω

′Ω
 (5)

Эти условия равносильны условиям (4). Та-
ким образом, мы показали, что проверка усло-
вий (5) сводится к вычислению ps(G). Кроме 
того, условия (5) являются и достаточными для 
существования непрерывного расписания; слу-
чай p  =  2 рассмотрен в работе [11], а случай 
произвольного натурального p – в работе [12].

Итак, в работе рассмотрено применение 
нового подхода к эффективному вычислению 
подграфа с максимальной псевдоплотностью 
для решения задачи о непрерывном распи-
сании.  

Работа выполнена при финансовой поддержке сред-
ствами Технического задания № 1.1923.2011 1949.2011.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Even, S. On the complexity of timetable and integral 
multi-commodity fl ow problems [Text] / S. Even, A. Itali, 
A. Shamir // SIAM J. on Comp. – 1976. – Vol. 5. – 
No. 4. – P. 691–703.

2. Магомедов, А.М. Расслоение множества ребер 
двудольного графа   [Текст] /А.М. Магомедов // На-
учно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-мате-
матические науки. – 2010. – № 4 (109). – С. 150 –155. 

3. Свами, М. Графы, сети и алгоритмы [Текст] / 
М. Свами, К. Тхуласираман. – М.: Мир, 1984. – 454 с.

4.  Goldberg, A.V. Finding a maximum density 
subgraph [Текст] / A.V. Goldberg // Technical Report 
Identifi er: CSD–84–171. – 12 p.

5.  Hopcroft, J.E. An n^5/2 algorithm for maximum 
matching in bipartite graphs [Текст] / J.E. Hopcroft, 
R.M. Karp // SIAM J. Comput. – 1973. – Vol. 2. – P. 225–231.



143

Математика

6.  Танаев, В.С. Теория расписаний. Многоста-
дийные системы [Текст] / В.С. Танаев, Ю.Н. Сотсков, 
В.А. Струсевич. – М.: Наука, 1989. – 328 с.

7. Магомедов, А.М. Непрерывное расписание для 
специализированных процессоров без отношения 
предшествования [Текст] / А.М. Магомедов // Вестник 
Московского энергетического института. – 2009. – 
№ 5. – С. 14–17.

8. Визинг, В.Г. Жесткая раскраска инциденторов 
неориентированного мультиграфа [Текст] / В.Г. Ви-
зинг // Дискретный анализ и исследование опера-
ций. – 2005. – Сер. 1. – Т. 12. – № 3 – С. 48–53.

9. Магомедов, A.M. Уплотнение расписания с 
директивным сроком, кратным количеству заня-
тий каждого преподавателя [Текст] / А.М. Магоме-

дов // Математические заметки. – 2009. – № 1. – 
C. 65–72.

10. Визинг, В.Г. Задача раскраски инциденторов 
мультиграфа [Текст] / В.Г. Визинг, А.В. Пяткин // 
Матер. Рос. конф. «Дискретный анализ и исследо-
вание операций». Новосибирск, 28 июня – 2 июля 
2004 г. – Новосибирск: Изд-во Ин-та математики, 
2004. – C. 6–11.

11. Магомедов, А.М. Условия существования не-
прерывных расписаний длительности пять [Текст] / 
А.М. Магомедов, А.А. Сапоженко // Вестн. Моск. 
ун-та. Сер. 15. Вычислительная математика и кибер-
нетика. – 2010. – Т. 34. – № 1. – С. 39–44.

12. Магомедов, A.M. Условия существования не-
прерывных расписаний [Текст]: автореф. дис. … д-ра 
ф.-м.н. / А.М. Магомедов // М.: ВЦ  РАН. – 2011. – 30 с.

Решение предельных задач для обыкно-
венных уравнений с помощью рядов известно 
как метод разложения по параметру. В задачах 
с физико-механическим содержанием роль па-
раметра играет какой-либо масштаб предельной 
задачи. Важную роль играют предположение о 
малости (о порядке малости) параметра разло-
жения, определение радиуса сходимости по па-
раметру функционального ряда, а также метод 
(аналитического) продолжения решения за пре-
делы круга сходимости. Первое предположение 
использует, как правило, физическую интуицию 
исследователя. Определение радиуса сходимости 
ряда по параметру связано с изучением предель-
ных значений коэффициентов-функций разло-
жения. Наибольший интерес для приложений 
представляет продолжение решения. Изучение 
сходимости разложений по малому параметру и 
техника вычисления периодических решений га-
мильтоновых систем с параметром по Пуанкаре 

УДК 531 (07)

М.Р. Петриченко

РАСЩЕПЛЯЮЩИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ
 ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

приводится в известном курсе К.Л. Зигеля (см. 
[1], с. 169–185). О решениях, представляемых 
рядами, в исторической ретроспективе подроб-
но написано в главе XVI известного учебника 
[2]. Принципиально новый подход к проблеме 
продолжения решений предложен С. Каплуном. 
Теорема продолжения Каплуна утверждает сле-
дующее [3]: пусть f(x; ε) – функция, заданная на 
множестве Ε, D(f)  =  Ε, и такая, что

 ( )
0

,  0,  .f x x
ε→+

ε → ∀ ∈Ε

Тогда

 
( )

( )
0

0

 ,  mes( E) 0 :

:  ,    0, .f x x

ε ε
ε→+

ε
ε→+

∃ Ε Ε ∆ < σ ε → ⇒

⇒ ε → ∀ ∈Ε

Иначе говоря, в теореме Каплуна речь идет 
о продолжении функции на более широкое 
множество без увеличения нормы. Согласно 
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указаниям работы [3], доказательство теоремы 
С. Каплуна – это чистое доказательство суще-
ствования; способа продолжения функции и 
расширения области определения не приводит-
ся. Теорема Каплуна обосновывает правомер-
ность продолжения коэффициентов-функций 
разложений (или «склеивания», «сшивания») в 
рядах по параметру (ε) и существование погра-
ничных слоев решений (пересечений и симме-
трических разностей областей сходимости внеш-
них и внутренних разложений). Условие 
равномерной сходимости, указанное в [3], из-
лишнее: достаточно потребовать квазиравно-
мерной сходимости f (x) к нулю (или сходимости 
с точностью до ε) на обоих множествах, E, E .ε

В статье приводится некоторая схема, аль-
тернативная методу разложения по параметру, 
позволяющая «стереть» параметр разложения 
и свести задачу о сходимости разложения к 
сходимости последовательности коэффици-
ентов-функций разложения, безотносительно 
к величине параметра разложения.

Простейшие примеры расщепления

Применение расщепляющих разложений 
для решения нелинейного уравнения на бес-
конечном промежутке впервые продемонстри-
ровано, по-видимому, в работе [4]. Вот пример 
тестирования. Пусть 

 ( )21 0 0 0
dy

y , x , y
dx

= + > = .

Тогда tgy x= ; решение этой задачи Коши 
можно попытаться искать в виде функциональ-
ного ряда по степеням параметра λ:

 ( )
1

.k
k

k

y f x
=

= λ∑

Подстановка в исходное уравнение и срав-
нение коэффициентов-функций при одинако-
вых степенях параметра λ приводят к линейной 
расщепленной системе:

 

1

22
1

1

1
,

0,

................... ,

0
k

k
i k i

i

df

dx

df
f

dx

df
f f ,

dx
−

=

=
λ

− =

− =∑

причем все начальные условия однородны: 
( )0 0 1kf , k= ≥ . Тогда

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

3

1 2 2

2 25
2 1

3 3

, ,
3

2 2 12
, ..., B ,

15 2

n n

n
n nn

x x
f x  f x  

x
f x f x x

n!

−

= =
λ λ

−
= =

λ λ

где Βn – числа Бернулли.
Иначе говоря, расщепляющий ряд приво-

дится к разложению тангенса. Радиус сходи-
мости полученного ряда равен π/2. Очевидно, 
что в данном примере любая сумма расщепля-
ющего ряда не зависит от величины параметра 
расщепления λ.

Выбор расщепляющего разложения произ-
волен. В рассматриваемом примере можно 
взять, например, такое расщепляющее раз-
ложение:

 ( ) ( ) ( )1
1

1
1 ;  0 0 0.k

k k
k

y f x f f
=

= + λ + = =
λ

∑

Условно говоря, первый член разложения 
задает некоторое значение y, правый фланг 
ряда – добавки к этому значению. Подстановка 
в исходное уравнение и сравнение коэффици-
ентов при одинаковых степенях параметра λ 
расщепляет уравнение:

 1 1 –
1

2
– 2 ;  – 2 , 1.

k

k k k i i
i

f f f f f f  k
=

′ ′= = >
λ

∑

Тогда

 

( )

( )

1 1 1

2

2 2 22 2

2 2 2

3 3 33 3 3

2 1
2 , ;

1 1
2 , ;

2

1 1
2 , ;

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x

x x x

f f  f x

e
f f f

e xe e
f f f x

′− = = −
λ λ

−
′ − = =

λ λ

− −
′− = − = − +

λ λ λ

и тогда

 2 21x xy e xe ... .= − − +

Получается разложение тангенса по степеням 
экспоненты (ряд Бюрмана – Лагранжа). В окрест-
ности x = 0 оба разложения совпадают. И в этом 
случае алгоритм решения «стирает» параметр 
λ из функционального ряда. 
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Пример тестирования решения линейного 
уравнения с нелинейными предельными услови-
ями. Пусть рассматривается такая предельная 
задача:

 
( ) ( ) ( )2

2 0, 0 ;

0 0 1 0

y xy  x

y y y

′′ ′+ = < < ∞

′+α − = ∞ =

с вещественным параметром α. 
Расщепляющий ряд имеет вид

 ( )
1

1 .k
k

k

y y x
=

= + λ∑

Он сводит нелинейную предельную задачу 
к цепочке линейных задач:

 
( ) ( )

( ) ( )1

2 0, 2 0 0 0,

1
1, 0.

k k k k

k

y xy  y y  

k  f f

′′ ′ ′+ = +α =

≥ ∞ + = ∞ =
λ

Тогда

 

( )
( )

( )

( )
( )

2 2

0
2

2
4

3

exp
erfc( )

1–

.

x

z dz
x

y x

O

α −

= − +
α

α− π
π

α
+ + α
α− π

∫

Пусть α → 0. Тогда y → erfc(x). При α → ∞ 
y → 0 равномерно на промежутке 0 < x < ∞. Дей-
ствительно, предельная задача

 ( )2 0, 0 , (0) 0,y xy  x  y y′′ ′ ′+ = < < ∞ = ∞ =

имеет только тривиальное решение y = 0. 

Примеры нелинейных предельных задач

Ниже приводится несколько примеров ре-
шения нелинейных предельных задач для из-
вестных уравнений. Доказываются следующие 
свойства расщепляющих разложений:

расщепляющий ряд продолжает решение 
на весь промежуток изменения независимой 
переменной;

расщепляющий ряд не связан с необходи-
мостью сращивания (аналитического продол-
жения) на границах различных промежутков 
значений параметра разложения. Поэтому 
исчезают границы между внутренними, про-
межуточными и внешними разложениями по 
параметру (по физическому масштабу задачи);

каждый отрезок (конечный или бесконеч-
ный) расщепляющего ряда аппроксимирует по-
граничный слой решения на всем промежутке 
изменения независимой переменной. 

Пример 1. Конечный промежуток: уравне-
ние Л. Крокко (L. Croссo). 

Пусть

 

( )

2

2

0

0, 0 1;

1 0,
u

d
u  u  

du

d

du =

τ
τ + = < <

τ  = τ = 
 

причем τ интерпретируется как касательное на-
пряжение трения, u – скорость в пограничном 
слое. Матричная запись уравнения Крокко, а 
именно

 ,  : ,
d d

u
du du

υ τ  τ = υ =   υ −  
τ 

указывает на гамильтоновскую (лаксовскую) 
структуру этого уравнения. 

Расщепляющий ряд берется в виде

 ( )0
1

,k
k

k

f u
=

τ = τ + λ∑

что позволяет расщепить исходную предельную 
задачу в последовательность линейных предель-
ных задач:

 

( )
2

01
0 1 12

2 2
2 1

0 1 2 22 2

2 2
-

0 2 2
1

0,  0 (1) 0;

0,  (0) (1) 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

0,  (0) (1) 0
k

k k i
i k k

i

d f u
f f

du

d f d f
f f f

du du

d f d f
f f f .

du du=

τ
′τ + = = + =

λ λ

′τ + = = =

′τ + = = =∑

Ограничиваясь первыми членами расще-
пляющего ряда, получаем:

 
( )2 2 623

00
3 3

0 0 0

5 1 630 41
,

6 180 180

u uu − τ −τ −−
τ = + +

τ τ τ

причем ( )0 0 .τ = τ
Пусть в расщепляющем разложении u = 0. 

Тогда

 0

1 1
0,4911

6 180
τ = + = .
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Точное значение τ(0) = 0,4696, т. е. первые 
три слагаемых расщепляющего ряда позволя-
ют определить напряжения трения на стенке 
с погрешностью меньше 4 %, не прибегая к 
аналитическому продолжению рядов.

Структура расщепляющего ряда такова: 
первое слагаемое, τ = τ0, задает пристеночное 
трение. Последующие слагаемые, fk(u), аппрок-
симируют распределение трения во внешней, 
струйной, части решения. Важно, что расще-
пляющий ряд описывает распределение трения 
в слое одной ветвью аналитической функции, 
без асимптотических и промежуточных разло-
жений. Не требуется применять аналитического 
продолжения рядов из одного круга сходимости 
в другой.

Примечания к примеру 1

1. Решение однородной предельной задачи 
этого примера необходимо должно удовлетво-
рять тождеству

 
21

0

1
.

2

d
du

du

τ  = 
 
∫

2. Уравнение Крокко можно записать в виде 
системы:

 ;  .
d d u

du du

τ ς
= ς = −

τ

Очевидно, это каноническая система с га-
мильтонианом

 ( )
2

E , , ln .
2

 u u
ς

τ ς = + τ

Тогда получается, что в действительном 
движении функционал (действие или перво-
образная функция)

 ( )
21

0

1 1
: ln inf 0.

2

d
F u du

du

 τ  τ = + → ≥  τ  
∫

Действительно, для ( )F τ  необходимое ус-
ловие минимума совпадает с уравнением Крок-
ко. В данном примере исходное (нелинейное) 
уравнение совпадает с уравнением Лагранжа 
для некоторого положительного функционала.

Итак, справедливо следующее утверждение. 
Утверждение. Необходимое условие экстре-

мума (минимума) F(τ) равносильно уравнению 
Крокко. Обратно, уравнение Крокко порождает 
гамильтонову систему, реализуемую на экстре-

малях F(τ). Учитывая пункт 1 примечания, мож-
но утверждать, что τ(u) минимизирует F(τ) в 

классе ( )1
2 0,  1Wτ∈ с ограничением 

2

1
d

du

τ
= . 

Пример 2. Свободно-конвективное движе-
ние (приближение Буссинеска) формализуется 
предельной задачей пятого порядка:

 
23 2 1,  3 0;

(0) (0) ( ) (0) 1 ( ) 0.

f ff f f

f f f

′′′ ′′ ′ ′′ ′+ − +ϑ = ϑ + σ ϑ =

′ ′= = ∞ = ϑ − = ϑ ∞ =

Векторная запись, т. е. 

( ) ( )2, , ,  ,  ,  ,  1 2 3 ,  ,  –3 ;

 ,  : ,  : ,

d
f  u q u u f q fq

d

df du d
u q

d d d

τ ϑ = τ + − τ σ
ζ

ϑ
= τ = =

ζ ζ ζ

указывает на отсутствие гамильтоновской сим-
метрии у исходной системы.

Здесь f = f(ζ) – безразмерная функция тока; 
ϑ = ϑ(ζ) – безразмерный температурный напор; 
ζ – безразмерная координата, 

 
( )

( ) 2
4,  4 ,

y x
x

x g
ζ = δ = ν

δ
, ζ∈(0, ∞);

x, y –продольная и поперечная координаты, 
x > 0, y > 0; δ(x) – толщина пограничного слоя; 
σ – число Прандтля; штрихуется производная 
по переменной ζ. 

Пусть σ = 1. Расщепляющие ряды ищутся 
в виде

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,  ,k k
k k

k k

f a f
= =

ζ = + λ ζ ϑ ζ = λ ϑ ζ∑ ∑

причем предельные условия на коэффициенты-
функции ставятся таким образом:
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1 1 1 1 1
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a
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f f f
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λ λ
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Система расщепленных линейных уравне-
ний записывается в виде
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В первом приближении распределение ско-
рости и температурного напора по толщине 
пограничного слоя имеет вид

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 2

exp –31 exp( 3 )
;

27 9

exp –3
; exp 3 ,

3

aa
f

a a

a
f  a

a

ζ ζ− − ζ
ζ = −

ζ ζ
′ ζ = ϑ ζ = − ζ

причем для определения параметра a использу-
ется следующее простое соображение: из рас-
щепляющего ряда и предельных условий на ко-
эффициенты-функции следует, что ( )a f= ∞ . 

Но ( ) ( ) 3
3f a

−
∞ = , т. е. 

3
43 0,4387.a

−
= =

Во втором приближении распределение 
температурного напора имеет вид
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и поэтому во втором приближении тепловой 
поток на обогреваемой стенке ζ = 0 будет равен

4 3

3 4
0

1 2 27
3 0,5448.

362736

d
a a

d aζ=

 ϑ
− = − − = − = ζ 

Полученное решение аппроксимирует дей-
ствительное («струйное») распределение скоро-
сти в пограничном слое с максимумом скорости 
внутри слоя и монотонным падением напо-
ра поперек слоя, от нагретой стенки (y = 0) к 
внешней границе слоя (y → ∞). Решение Эккер-
та качественно совпадает с полученным здесь 
решением. Так, по Эккерту, тепловой поток 
на стенке 

 
0

(0) 0,5046,
d

d ζ=

 ϑ
′−ϑ = − = ζ 

если не учитывать граничных эффектов на 
кромке (в окрестности сечения x  =  0, где 
числа Рэлея малы) обогреваемой пластины. 
Обычно теплопередача рассчитывается по 
продольной координате x. Тогда во втором 
приближении:

 
3

24
0,5448;  : ;  : ,  x

x x

x

N x gx
N G

G

α
= = =

κ ν

где α, κ – коэффициенты теплоотдачи (тепло-
передачи) и теплопроводности.

Завышенное значение теплопередачи ком-
пенсирует влияние передней кромки поверх-
ности (x = O(δ)). 

Пример 3. Вихревой шнур у твердой по-
верхности и экмановский пограничный слой 
(Д.К. Батчелор). 

Система пятого порядка (без теплопере-
дачи), т. е.
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плюс предельные условия – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 0f f f g S g S′ ′= = ∞ = − + = ∞ − =

стилизуют вихревую плазму при вращении вяз-
кой жидкости над твердой плоскостью

 ζ = 0, : ,  .
y r

u∞

ν
ζ = δ =

δ

Исходная система уравнений не гамильто-
новская, вектор правой части не обладает не-
обходимой симметрией:
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d
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d

m m
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d
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ζ

+ + τ + − 

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ζ

В этих уравнениях f  =  f(ζ) – функция тока 
радиального движения;

 ( ) : ;
w

u
g g

u u

ε

∞

= ζ =
+

S, m – параметры, определяемые как

 
ln

: , ;
ln w

d u u
m  S

d r u u

∞ ∞

∞

= =
+

uε – азимутальная компонента скорости в по-
граничном слое, u∞  – азимутальная скорость 
«внешнего» движения, uw – азимутальная ско-
рость твердой поверхности, r  – радиальная 
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координата в абсолютной (неподвижной) ко-
ординатной системе.

Вращение вязкой жидкости над плоскостью 
ζ  =  0, неподвижной (S  =  1) или подвижной 
(S ≠ 1), порождает вторичное течение с осевой 
скоростью: 

 ( ) ( ) ( )1 3
.

2 2

m m
h f f

− +
′ζ = ζ ζ − ζ

Если h(∞) > 0, то вторичное течение направ-
лено от твердой поверхности. Тогда f(∞)  <  0. 
Если же f(∞)  >  0, то осевой поток направлен 
внутрь пограничного слоя, h(∞) < 0, погранич-
ный слой «втягивает» в себя линии тока внеш-
него движения.

Известны следующие частные случаи: 
S = 0, m = 1 – пограничный слой твердого 

вихря над вращающимся диском;
S = 1, m = 1 – твердый вихрь над неподвиж-

ной плоскостью; 
S = varia, m = 1 – твердый вихрь над враща-

ющейся плоскостью; 
S = 1, m = varia – произвольный вихрь над 

неподвижной плоскостью. 
Решения написанной системы ищутся в 

виде расщепляющих рядов:

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,k k
k k

k k

f a f  g S g
= =

ζ = + λ ζ ζ = + λ ζ∑ ∑

причем коэффициенты-функции удовлетворя-
ют предельным условиям:
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Расщепленная система уравнений
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k  ≥  2, имеет простые экспоненциальные ре-
шения.

Вот основные физические результаты, полу-
ченные в первом (k = 1) приближении:

пусть S = 0, m = 1. Тогда ( ) 4
1

0,8408
2

h ∞ = − = − . 

Точное значение составляет  –0,886 (погреш-
ность вычисления не больше 5%);

пусть S = 1, m = 1. Тогда ( ) 4
7

2 1 3678.
32

h ,∞ = =  

Точное значение составляет 1,35 (погрешность 
вычисления не больше 1%);

устойчивое движение твердого (m = 1) вихря 
возможно, если a – вещественное число. Но

 
( )( )

4
1– 2 1 6

,
32

S S
a

+
=

значит параметр скольжения заполняет интер-
вал – 1/6 < S < 1/2. Предельное значение S = 1/2 
означает, что U∞ = Uw, т. е. жидкость и твердая 
плоскость вращаются с одинаковой угловой 
скоростью. Никакого пограничного слоя нет, 
профиль азимутальной скорости uε однороден. 
Предельное значение S  =  –1/6 означает, что 
угловая скорость твердой поверхности в 7 раз 
больше угловой скорости, причем диск ζ = 0 и 
твердый вихрь вращаются в разные стороны; 

Таким образом, доказано следующее:
расщепляющие разложения позволяют, во-

первых, аппроксимировать решения нелиней-
ных предельных задач, не привлекая внешних и 
внутренних масштабов и аналитического продол-
жения рядов; во-вторых, для каждого коэффи-
циента-функции расщепляющего ряда удается 
получить линейную предельную задачу; наконец, 
в-третьих, для каждого коэффициента-функции 
расщепляющего ряда линейная предельная за-
дача связана с минимумом некоторого поло-
жительного функционала, своего для каждого 
коэффициента-функции расщепляющего ряда;

вариационная задача не связана с линеари-
зацией исходного уравнения и не требует изо-
спектральной деформации (преобразования) 
исходного нелинейного уравнения; 

соответствующее линейное уравнение для 
каждого (локального) коэффициента-функции 
расщепляющего ряда необходимо для выполне-
ния экстремального условия для неотрицатель-
ного квадратичного функционала («локальное 
необходимое условие слабого экстремума»). 
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МЕХАНИКА

Исследованию взаимодействия трещин с 
включениями различных конфигураций, на-
чиная со второй половины 60-х годов прошлого 
столетия, посвящено большое количество пу-
бликаций. Неослабевающее внимание к этой 
проблеме обуславливается потребностями ме-
ханики неоднородных сред и механики ком-
позиционных материалов, поскольку изучение 
упругих полей на микромеханическом уровне 
дает как понимание происходящих в гетеро-
генных структурах процессов, так и позволяет 
прогнозировать сопротивление подобных сред 
появлению и развитию трещин.

Рассмотрение проблемы проводилось как в 
рамках плоских задач, так и при антиплоской 
деформации композиции. В качестве матема-
тического аппарата применялись различные 
аналитические методы (метод комплексных по-
тенциалов Колосова  –  Мусхелишвили [1–3], 
метод дислокаций [4, 5]) и численные подходы 
(метод граничных интегральных уравнений 
[6] и метод конечных элементов [7,  8]). При 
этом в аналитических исследованиях дело, как 
правило, сводилось к решению сингулярных 
интегральных уравнений, которое строилось 
с помощью численных процедур. Замкнутые 
аналитические решения подобных задач прак-
тически отсутствуют. Исключение составляет 
работа [9], в которой получено приближенное 
решение для полубесконечной трещины моды 
III, а также статья [10], где найдено точное ре-
шение антиплоской задачи о радиальной тре-
щине конечной длины, частично проникающей 
в круговое включение. К сожалению, решение, 

УДК 539.3

В.В. Тихомиров

АНТИПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТРЕЩИНЫ, 
ПРОНИКАЮЩЕЙ В УПРУГОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ 

ПРИ НЕИДЕАЛЬНОМ КОНТАКТЕ ФАЗ

построенное в [10], не позволяет рассмотреть 
случай, когда вершина трещины совпадает с 
центром включения.

Подавляющее большинство работ рассма-
триваемого направления основано на пред-
положении об идеальном контактировании 
матрицы и включения. Фактически условия 
идеального контакта фаз игнорируют присут-
ствие интерфейсной поврежденности между 
матрицей и включением, возникающей вслед-
ствие несовершенства адгезии, наличия микро-
трещин и пор. Заметим, что только в работах 
[11, 12] на основе метода комплексных потенци-
алов построены приближенные аналитические 
решения задач о взаимодействии трещины с 
включением, имеющим интерфейсный слой, 
с несовершенным контактом. 

В настоящей работе на примере антипло-
ской задачи для полубесконечной трещины, 
проникающей до центра упругого кругового 
включения, применен новый подход, не ис-
пользовавшейся ранее в этом классе задач. 
Композиция матрица  –  включение рассма-
тривается как гетерогенная среда, содержащая 
особую линию – интерфейсную границу, на 
которой имеет место разрыв упругого модуля 
материала, а в случае несовершенного контакта 
– разрыв перемещений. С этой точки зрения 
граница раздела может рассматриваться как 
своеобразный дефект. Действенным методом 
решения двумерных задач математической 
физики, содержащих дефекты структуры, слу-
жит аппарат обобщенных интегральных пре-
образований (преобразований через дефект), 
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развитый в книге [13]. В отличие от указанных 
выше традиционных методов решения подоб-
ных задач, в которых используется процедура 
сшивания решений, построенных для отдель-
ных подобластей, в рассматриваемом подходе 
строится единая разрывная функция, опреде-
ляющая упругие поля во всей области.

В работе используется обобщенное ин-
тегральное преобразование Меллина, при-
меняемое к дифференциальному уравнению 
антиплоской деформации гетерогенной среды 
с кусочно-постоянным модулем сдвига. В ходе 
реализации этой процедуры (при интегрирова-
нии по частям) удовлетворяются условия кон-
такта на интерфейсной границе. Ранее указан-
ный подход использовался в задаче о трещине 
продольного сдвига, проникающей в круго-
вое включение с промежуточным слоем при 
идеальных контактах на межфазных границах 
[14]. В данном случае принимается, что контакт 
матрицы и включения является неидеальным. 
В отличие от модели идеального контакта, в 
которой предполагается, что на границе раздела 
фаз имеет место непрерывность перемещений и 
напряжений, в рассматриваемом случае неиде-
ального контакта используется так называемая 
модель линейных пружин, согласно которой 
напряжения на интерфейсе непрерывны и про-
порциональны скачку перемещений. Для коэф-
фициента интенсивности напряжений (КИН) 
в вершине трещины получена простая точная 
формула, структура которой наглядно отражает 
влияние на КИН неоднородности композиции 
и неидеальности контакта на интерфейсной 
границе. Рассмотрены две предельные ситуа-
ции, отвечающие случаям идеального и сколь-
зящего контакта на интерфейсе.

Постановка задачи и получение 
гиперсингулярного интегрального уравнения

Рассмотрим неограниченную упругую сре-
ду, находящуюся в состоянии антиплоской 
деформации и содержащую полубесконечную 
трещину, проникающую в упругое круговое 
включение до его центра. Модули сдвига ма-
трицы и включения будем считать постоянны-
ми и равными µ0 и µ1, соответственно. Будем 
считать, что к берегам трещины приложены 
самоуравновешенные сосредоточенные силы 
величины Т0 на расстоянии r0 от ее вершины. 
Благодаря наличию симметрии задача сводится 

к решению дифференциального уравнения для 
неоднородной среды:

 
1

0
w w w

r r r r r r

 ∂ ∂ ∂ µ ∂ µ ∂ µ + + =  ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂   
 (1)

 ( 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ φ ≤ π )

при граничных условиях на берегах трещины

 ( , 0) 0;w r =  zϕτ π = δ −0 0( , ) ( )r T r r  (2)

и условиях неидеального контакта матрицы и 
включения (непрерывность напряжений и их 
пропорциональность скачку перемещений):

 1 1( 0, ) ( 0, ) ( );r rr rτ − ϕ = τ + ϕ = τ ϕz z

 1 1( ) [ ( 0, ) ( 0, )].w r w rτ ϕ = λ − ϕ − + ϕ  (3)

Здесь w(r,φ) – перемещения в полярных 
координатах r, φ с началом в вершине трещины, 
µ = µ(r) – модуль сдвига композиции, причем 
µ(r) = µ1 для 0 ≤ r < r1 и µ(r) = µ0 для r1 < r < ∞; 

( )rδ  – дельта-функция.
Касательные напряжения, входящие в усло-

вия (2) и (3), определяются формулами

 
w

r
ϕ

µ ∂
τ =

∂ϕz , r

w

r

∂
τ = µ

∂z . (4)

Входящая в условия (3) величина λ = const ≥ 0 
характеризует несовершенство интерфейса и 
может быть названа параметром интерфейс-
ной жесткости. В общем случае этот параметр 
является функцией координаты точки межфаз-
ной границы [15] (неоднородный несовершен-
ный контакт). В предельном случае при λ  = ∞ 
из условий (3) вытекают условия идеального 
контакта, а при λ = 0 – условия скользящего 
контакта фаз.

Для решения задачи воспользуемся обоб-
щенным интегральным преобразованием Мел-
лина (преобразованием через дефект) [13]:

 1

0

( , ) ( ) ( , ) ;pW p r w r r dr
∞

−ϕ = µ ϕ∫

 
1

( ) ( , ) ( , ) ,
2

p

L

r w r W p r r dp
i

−µ ϕ =
π ∫

где L – контур интегрирования.
В результате интегрирования по частям сла-

гаемых в уравнении (1), а также использования 
условий (2) и первого условия из (3) приходим к 
следующей неоднородной краевой задаче:
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 2
1( , ) ( , ) ( );pW p p W p pr u′′ ϕ + ϕ = ϕ  (5)

 ( ,0) 0;W p =  0 0( , ) ,pW p T r′ π =

где u(φ)   =  µ1w-(φ) – µ0w+(φ)  – неизвестная 
функция, обусловленная скачком модуля сдвига 
и перемещений на границе раздела фаз; при 
этом

 w±(φ)  = w(r1 ± 0, φ). (6)

Согласно работе [13], решение задачи (5) 
может быть представлено в форме

 01 0

sin
( , ) ( , ) ( ) ,
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p pp

W p pr G u d T r
p p

ϕ
ϕ = ϕ θ θ θ+

π∫

где функция Грина имеет вид
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π−ϕ θπ 
 

;

.

ϕ ≤ θ

ϕ ≥ θ

Отсюда, используя обратное преобразова-
ние Меллина, получаем:

 0( ) ( , ) ( , )r w r w rµ ϕ = ϕ +
0

( ) ( , , ) ,u J r d
π

θ ϕ θ θ∫  (7)

где w0(r,φ) – решение задачи о полубесконеч-
ной трещине, находящейся в однородной среде, 
которое определяется формулой 
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2 sin
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 (8)

а ядро интегрального слагаемого имеет вид 

  ( , , ) ( ) ( , , );J r R r rϕ θ = χ ϕ θ  (9)

 ( )1 1( ) ) (2 ) ;R r r r r r= − π
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Таким образом, согласно соотношению 
(7), перемещения в рассматриваемой задаче 
представляются в виде суммы перемещений 
соответствующей задачи для однородной сре-
ды и добавки (интегральное слагаемое в (7)), 
обусловленной наличием включения и несо-

вершенством контакта. Подчеркнем, что левая 
и правая части в соотношении (7) являются 
разрывными функциями вследствие разрыва 
модуля упругости и перемещений на границе 
раздела материалов.

Переходя в соотношении (7) к пределам при 
r → r1 ± 0, с учетом формул (9), а также второго 
условия из (3), приходим к системе двух уравне-
ний относительно предельных значений пере-
мещений (6) на границе матрица – включение 

 1 0 01( ) ( ) 2 ( );w w− +µ ϕ +µ ϕ = ω ϕ

 ( ) ( ) ( ) ,w w− +ϕ − ϕ = τ ϕ λ

где 01 0 1( ) ( , ).w rω ϕ = ϕ
В результате подстановки решения этой си-

стемы в формулу (7) получим представление 
для перемещений во всей области через неиз-
вестное контактное напряжение τ(φ):

 

0

01
0

1
0

( ) ( , ) ( , )

2 ( ) ( ) ( , , )

2 ( ) ( ) ( , , ) ,

r w r w r

mR r r d

lr R r r d

π

π

µ ϕ = ϕ +

+ ω θ χ θ ϕ θ+

+ τ θ χ θ ϕ θ

∫

∫

 (10) 

где m  = (µ1 – µ0)/(µ1 + µ0) – биупругая посто-
янная, характеризующая соотношение модулей 
сдвига материалов, которая при 0 < µ0/µ1 < ∞ 
изменяется от –1 до 1; для включения более 
жесткого, по сравнению с матрицей, 0 < m < 1, а 
для мягкого включения берется – 1 < m < 0; слу-
чаю же m = 0 соответствует гомогенная среда. 
Предельные ситуации, когда m → ± 1, отвечают 
абсолютно твердому включению и отверстию, 
соответственно. 

Второй параметр, входящий в представ-
ление (10), l  = µ0µ1/[(µ1+µ0)λr1] – параметр 
несовершенства интерфейса (0 ≤ l < ∞); зна-
чению l → ∞ соответствует идеальный кон-
такт, а l = 0 – скользящей контакт матрицы 
и включения.

Вычисляя на основе представлений (4) и 
(10) касательные напряжения τrz(r,φ) и переходя 
к пределу, например, при r → r1 – 0, приходим к 
интегральному уравнению вида

 01
0

( ) ( , ) ( ) (1 ) ( ),
4

l
K d m

π

τ ϕ + θ ϕ τ ϕ θ = τ ϕ
π ∫ ∓  (11)

где
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2 2

cos[( ) 2] cos[( ) / 2]
( , ) ;

sin [( ) / 2] sin [( ) 2]
K

θ+ϕ θ−ϕ
θ ϕ = −

θ+ϕ θ−ϕ

 
2

0
01 2 4

1

( 1)sin( 2)
( ) ,

1 2 cos

T

r

ρ ρ − ϕ
τ ϕ =

π + ρ ϕ+ρ
 0

1

r

r
ρ = . (12)

Знак минус в правой части уравнения (11) 
отвечает случаю ρ ≥ 1, т. е. когда сосредоточен-
ные силы приложены к берегам трещины вне 
включения, а знак плюс – когда эти силы при-
ложены внутри включения (ρ ≤ 1).

Отметим, что интегральное уравнение (11) 
является гиперсингулярным [16] (интеграл по-
нимается в смысле конечной части по Адамару) 
с симметричным ядром.

Если контакт на интерфейсе является иде-
альным, т. е. λ  = ∞ (l  = 0), то уравнение (11) 
вырождается и контактные напряжения опре-
деляются формулой

 01( ) (1 ) ( );mτ ϕ = τ ϕ∓

это совпадает с их представлением в данном 
предельном случае, полученном в работе [14].

Точное решение гиперсингулярного 
интегрального уравнения

Ядро уравнения (11) допускает следующее 
представление:

 

2 2

2
2 2

cos cos
2 2( , ) 2sin sin .

2 2
cos cos

2 2

K

θ ϕ
+θ ϕ

θ ϕ = −
θ ϕ − 

 

 (13)

На основании формул (12) и (13) решение 
интегрального уравнения (11) будем искать в виде

 0

1

( ) sin cos ,
2 2

T
t

r

ϕ ϕ τ ϕ =  
 

 (14)

где t[cos(φ/2)] – безразмерная четная функция 
своего аргумента.

Тогда после замены переменных

 cos ,
2

x
ϕ

=  cos
2

θ
ξ =

и использования свойства четности функции 
t(ξ) уравнение (11) можно представить в следу-
ющей форме:

 
21

2
1

1 ( )
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2 ( )

tl
t d f x

x−

−ξ ξ
ξ − ξ =

π ξ−
∫ ; 
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2 2 2 2
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( 1) 4
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f x

x

ρ ρ −
=
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∓
. (15)

Поскольку

 
1 1

2
1 1

( ) ( )

( )

h d d h d

dx xx− −

ξ ξ ξ ξ
=

ξ−ξ−
∫ ∫ ,

где интеграл в правой части представляет собой 
сингулярный интеграл типа Коши, из уравне-
ния (15) для безразмерного контактного напря-
жения окончательно получим уравнение вида

 
21

1

1 ( )
( ) ( )

2

tl d
t d f x

dx x−

−ξ ξ
ξ − ξ =

π ξ−∫ . (16)

Решение уравнения (16) будем искать в виде 
ряда по полиномам Чебышева второго рода 
U2k(x):

 2 2
0

( ) ( )k k
k

t x A U x
∞

=

= ∑ . (17)

Подставляя представление (17) в уравнение 
(16) и учитывая, что [17]
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2
2

1
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(2 1) ( )k

k

Ud
d k U x

dx x−

−ξ ξ
ξ = −π +

ξ−∫ ,

получим для определения коэффициентов ряда 
(17) соотношение

 2 2
0

[1 ( 1 2)] ( ) ( )k k
k

A l k U x f x
∞

=

+ + =∑ .

С учетом вида функции f(x) в уравнении (15) 
коэффициенты A2k вычисляются отсюда проще 
всего с помощью представления производящей 
функции для полиномов Чебышева [17]:
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В итоге получаем 
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l k

+ ± +− ± ρ
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,

где верхний знак отвечает случаю ρ < 1, а ниж-
ний – ρ > 1.

Таким образом, точное решение гиперсингу-
лярного интегрального уравнения (16) примет вид
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Отсюда на основании формулы (14) при-
ходим к следующему представлению для кон-
тактного напряжения:

 

1 (2 1)
0

01

2

( 1) ( 1)
( ) sin

2 1 ( 1 2)

cos .
2

k k

k

k

T m

r l k

U

+ ± +∞
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± ϕ − ρ
τ ϕ = ×

π + +

ϕ ×  
 

∑
 (18)

Коэффициент интенсивности напряжений

С точки зрения механики разрушения инте-
рес представляет коэффициент интенсивности 
напряжений (КИН) в вершине трещины, кото-
рый определяется формулой

 z
→

ϕ= π τIII
0

lim 2 ( , 0).
r

K r r  (19)

Вычисляя согласно формулам (4), (8) и (10) 
касательные напряжения на продолжении тре-
щины при r → 0, будем иметь выражение

 
1

0 2
III

0

( , 0) [1 ( ) ( )sin ] ,
2

r K mh l d r
π

−
ϕ

θ
τ = − ρ − ρ τ θ θ∫z

где h(ρ)  = 1 для ρ ≤ 1, h(ρ)  = ρ2 для ρ < 1, а 
0
III 0 02 / ( )K r T= π  представляет собой КИН для 

полубесконечной трещины при том же виде 
нагружения в однородной среде [14].

Отсюда по определению (19) приходим к 
следующей формуле для нормализованного 
КИН:

 III
0

0III

1 ( ) ( )sin .
2

K
N mh l d

K

π θ
= = − ρ − ρ τ θ θ∫  (20)

Структура выражения (20) такова: первое 
слагаемое определяет нормализованный КИН 
в неограниченной однородной среде, второе 
учитывает неоднородность композиции (на-
личие включения), а третье отражает влияние 
несовершенства контакта фаз на интерфейсной 
границе.

Подставляя в (20) представление для кон-
тактных напряжений (18) и выполняя инте-
грирование, получаем простые выражения для 
КИН, зависящие от положения точки прило-
жения нагрузки:

 2( , , ) 1 [( 1) ( 2) ]N m l m l l mρ = + + + − ρ  

 при ρ < 1, (21)

 ( , , ) 2(1 ) / ( 2)N m l m lρ = − +  при ρ > 1. (22)

Обсуждение результатов

Таким образом, нормализованный КИН за-
висит от трех механических параметров: би-
упругой постоянной m (–1 < m < 1), характери-
зующей степень неоднородности композиции, 
параметра несовершенства интерфейсного 
контакта l (0 ≤ l < ∞) и относительного рассто-
яния 0 1r rρ = , определяющего место прило-
жения сосредоточенной нагрузки (при 0 < ρ < 1 
силы приложены внутри включения, а при 
1 < ρ < ∞ силы приложены вне включения).

В случае идеального контакта (l = 0) на гра-
нице матрица – включение, из выражений (21) 
и (22) вытекает формула

 N(m,0,ρ)  = 1 – mh(ρ),

согласующаяся с результатом, полученным в 
работе [14]. В случае жесткого включения, ког-
да µ1 > µ0 и, следовательно, 0 < m < 1, величина 
КИН снижается по сравнению с однородной 
средой, и распространение трещины тормо-
зится. Мягкое включение, у которого µ0 > µ1, 
а –1 < m < 0, напротив, приводит к возраста-
нию КИН и способствует распространению 
трещины.

Во втором предельном случае (скользяще-
го контакта), когда l→∞, из формул (21), (22) 
получаем, что

 N(m,∞,ρ) = 1 + ρ2 при 0 < ρ < 1,

 N(m,∞,ρ) = 0 при 1 < ρ < ∞.

Как и следовало ожидать, при скользящем 
контакте фаз КИН не зависит от соотношения 
модулей сдвига материалов, а нагрузка, при-
ложенная вне включения, не влияет на напря-
женное состояние в вершине трещины.

Так же как при идеальном контакте, несовер-
шенство интерфейса приводит к отсутствию за-
висимости КИН от точки приложения сил, когда 
эта точка расположена в матрице (ρ > 1). В то же 
время, в отличие от классической модели контак-
та, КИН при l ≠ 0 терпит разрыв в точке ρ = 1, т. е. 
когда силы приложены на межфазной границе.

Если силы приложены к берегам трещины 
вне включения (ρ > 1), то из формулы (22) вы-
текает, что N(m,l,ρ) < N(m,0,ρ). Это означает, 
что несовершенство контакта на межфазной 
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границе усиливает уменьшение КИН, по срав-
нению с идеальным вариантом в случае жест-
кого включения (0 < m < 1), т. е. способствует 
торможению трещины. Для мягкого включения 
(–1 < m < 0) несовершенство взаимодействия 
матрицы и включения ослабляет возрастание 
КИН и тем самым снижает способность тре-
щины к распространению.

Если же сосредоточенная нагрузка приложе-
на внутри включения, то согласно формуле (21), 
N(m,l,ρ) > N(m,0,ρ). Следовательно, в этом случае 
неклассическая модель контакта на границе раз-
дела фаз вызывает противоположный эффект, 
т. е. уменьшает способность жесткого включения 
к торможению трещины и, наоборот, усиливает 
способность мягкого включения к ее развитию.
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В рамках классической теории короткого 
подшипника обычно рассматривается твер-
дый вал (ротор), вращающийся внутри гнезда, 
фиксированного в пространстве. Зазор меж-
ду твердыми телами заполнен несжимаемым 
маслом [1 – 3]. В данной работе предлагается 
исследовать более сложный случай упорного 
подшипника скольжения, который состоит из 
трех частей (рис. 1): фиксированный цилиндр 
(гнездо) 3, плавающий цилиндр (втулка) 2, вра-
щающийся с угловой скоростью ω2, и плаваю-
щий вал (ротор) 1, вращающийся со скоростью 
ω1. Зазоры между твердыми телами заполнены 
несжимаемым маслом 4, причем 4-1 и  4-2 обо-
значают соответственно внутреннее и внешнее 
поля. 

Динамике роторов в подшипниках сколь-
жения посвящено много публикаций, но все 
авторы использовали обычное уравнение для 
течения масла в зазоре, т. е. уравнение Рей-

УДК 621.822.171­251

Нгуен Ван Тханг, Д.Г. Арсеньев, А.К. Беляев

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ ВРАЩЕНИЯ ВТУЛКИ
 В УПОРНОМ ПОДШИПНИКЕ СКОЛЬЖЕНИЯ С УЧЕТОМ 
ГИДРОДИНАМИКИ СМАЗКИ И ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ

нольдса без учета центробежных сил. В этих 
работах рассматривалось движение ротора либо 
с учетом только гидродинамических сил [2], 
либо указанных сил и сил трения [4, 5]. 

Целью настоящей работы является опре-
деление скорости вращения втулки в упорном 
подшипнике скольжения с учетом гидродина-
мики смазки и центробежных сил, влиянием 
которых нельзя пренебрегать при быстром вра-
щении ротора [6].

Аналитическая зависимость давления от по-
ложения ротора в зазоре получается из решения 
гидродинамического уравнения для течения 
масла в зазоре (уравнение Рейнольдса). Имея 
в распоряжении решение из теории короткого 
подшипника, можно получить выражения для 
сил и моментов: силы, действующие на ротор, 
определяются путем интегрирования функции 
распределения давления по поверхности рото-
ра, а моменты, действующие на ротор и на втул-

Рис. 1. Схематическое представление упорных под-
шипников скольжения с тремя цилиндрами: 

1  – плавающий ротор; 2  – плавающяя втулка (кольцо); 
3  – фиксированный цилиндр (корпус подшипника); 4  – 
несжимаемое масло (4-1 – внутреннее поле, 4-2 – внешнее 
поле); ω1, ω2 – угловые скорости вращения элементов 1 и 2

Рис. 2. Схема обозначений для системы 
«втулка-ротор»
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ку, можно определить с помощью интегрирования 
касательного напряжения rϕτ  в цилиндрической 
системе координат. В этом случае (см. рис. 1) для 
того, чтобы найти момент, действующий на втул-
ку, надо проинтегрировать rϕτ  по обеим ее сто-
ронам. Скорость втулки ω2 считается постоян-
ной и определена из условия, что суммарный 
момент, действующий на втулку с обеих сторон, 
равен нулю.

Определение границы смазочного слоя

Сначала не будем учитывать влияния внеш-
него поля смазки 4-2, рассмотрим систему 
«втулка-ротор». Ее система отчета закреплена 
в центре втулки, несжимаемое масло 4-1 на-
ходится в зазоре между втулкой 2 2( , )O R  (при-
чем ее ось вращения фиксирована в простран-
стве) и вращающимся плавающим  ротором 

1 1( , )O R  (рис. 2). Втулка вращается с угловой 
скоростью ω2, а ротор – с угловой скоростью 
ω1.

Здесь приняты обозначения: 01 2 1h R R= − – 
номинальный зазор; 1 1( )Pe e t= – эксцентриситет 
центра плавающего ротора; 1 1( )Р tγ = γ  – угол, 
описывающий положение линии между центра-
ми плавающего ротора и вращающейся втулки.

Движение ротора на смазочном слое явля-
ется нестационарным, т. е. положение и ско-
рость его центра зависят от времени, посколь-
ку от времени зависят внешняя нагрузка и 
реакция смазочного слоя. Пусть в момент вре-
мени 0t t=  центр ротора O1 занимает положе-
ние, соответствующее эксцентриситету 

01 1 0( )Рe e t=  и углу 01 1 0( )P tγ = γ , описывающему 
положение линии между центрами плавающе-
го ротора и втулки; тогда

 1 1 0 1 0 01( , ) ( ) .Pt tθ = θ ϕ = ϕ− γ = ϕ− γ

В работе [7] получено выражение для шири-
ны зазора (толщина смазочного слоя):

 1 1 01 1 1( , ) ( )cos ;h t h e tθ = − θ  (1)

при 0t t=

 1 1 0 01 01 1( , ) cos ,h t h eθ = − θ  (2)

а также для силы на единицу длины, действу-
ющей на ротор:

   ( )
/2 2

1 2
01 01 01 012

/2 01

( )1
,

2

L

L

L
q p p d q

L h

∗

−

µ ω +ω
= − =∫ z  (3)

где

 

( )

1 1
01 1 1 1

1 2 1 2

3
1 1

2 2
1 sin cos

1 cos ;

q

−

  γ ε
= − ε θ + θ ×  

ω +ω ω +ω   

× − ε θ

ɺ ɺ

 (4)

1 1 01e hε =  и 01 01( , , , )p p r t= ϕ z  – функция гло-
бального давления в зазоре 4-1; 01 01( , , )p p r t∗ ∗= ϕ  – 
функция давления на концах подшипника; 

,Lµ  – соответственно динамическая вязкость 
смазки и длина подшипника.

В локальной системе координат 2 1 2 1( , )O Oξ η , 
где направление 2 1O ξ  соответствует 

1 10 ( )Pθ = ϕ = γ , проекции силы 1 ,PF  действую-
щей на ротор от смазочного слоя, имеют следу-
ющий вид:

 
2

1

1 2 1 01 1 1( ) cos ;PF L R h q d

θ

ξ
θ

= − θ θ∫  (5)

 
2

1

1 2 1 01 1 1( ) sin .PF L R h q d

θ

η
θ

= − θ θ∫  (6)

Вопрос о границах смазочного слоя в на-
стоящее время не решен, несмотря на значи-
тельное количество работ по этой проблеме. 
В теории динамических нагруженных под-
шипников обычно пользуются одной из сле-
дующих двух гипотез:

за величины углов, которыми определяются 
начало и конец смазочного слоя, принимаются 
значения, где избыточное давление равно нулю, 
т. е. в местах, где размеры зазора – наименьший 
и наибольший, чаще всего это 1 0θ =  и 2θ = π  
(только половина зазора) [4, 8];

величины углов составляют 1 20, 2 ,θ = θ = π  
т. е. смазочный слой окружает весь ротор. Со-
гласно этой гипотезе существует отрицательное 
давление, соизмеримое или даже равное по ве-
личине положительному.

В настоящей работе используется вторая 
гипотеза, т.  е. смазочный слой окружает весь 
ротор.

Распределение положений равновесия 
ротора в cмазочном слое

Подставив выражения (3), (4) в (5), получим 
выражение для проекции силы 1

PF  на направ-
ление 2 1O ξ :
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( )

( ) ( )

( )
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2 3
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13
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θ θ θ
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−ε θ − ε θ

θ + θ
− ε θ 
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∫

 (7)

где

 1
1
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2
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 γ
= − ε 

ω +ω 

ɺ
 1

1 2

2
.B

ε
=
ω +ω

ɺ
 (8)

Легко увидеть, что первый и третий инте-
гралы в формуле (7) равны нулю. Это значит, 
что выражение для проекции силы 1

PF  на на-
правление 2 1O ξ  есть 1

PF ξ  и не содержит угловой 
скорости 1.γɺ   Если по первой гипотезе эта угло-
вая скорость входит в выражение для 1 ,PF ξ   то 
получаем выражение
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∫

∫

ɺ

 (9)

Аналогично, подставив выражения (3), (4) 
в (6), получим выражение для проекции силы 

1
PF  на направление 2 1O η :
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2
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( ) 2
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∫

∫

ɺ

 (10)

Пусть ротор 1 1( , )O R  нагружен постоянной 
силой. Обозначим координаты равновесного 
положения в подшипнике как 1 1( , )e∗ ∗γ  и 1 1( , )∗ ∗ε γ , 
тогда 1 10, 0.∗ ∗ε = γ =ɺ ɺ  Из уравнений (9), (10) сле-
дует, что

 1 1 1( , ) 0;PF ∗ ∗
ξ ε γ =

 

( ) ( )
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2 2
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1 cos 1 cos

P L
F

h

R e
d d

∗
∗ ∗

η

π π ∗

∗ ∗

µ ω +ω ε
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− ε θ − ε θ  

∫ ∫

Координаты 1 1( , )∗ ∗ε γ  находятся из условий 
равновесия:

( ) ( )
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1 1 1
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1 1 1 1 1 1
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01
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1 13 3
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1 cos 1 cos
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R e
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∗
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= ε γ =

= ε γ + ε γ =

µ ω +ω ε
= ×

 
θ θ θ × θ + θ 

− ε θ − ε θ  

∫ ∫

Q F

 (11)

 1 1 1
1

1 1 1

( , )
tg ,

( , )

P

P

F

F

∗ ∗
η∗

∗ ∗
ξ

ε γ
θ = = −∞

ε γ
 (12)

где 1 1 2 1( , ).P∗θ = F O ξ  Легко увидеть из выражения 
(11), что если скорость ротора 1ω  постоянна, 
то при увеличении внешней силы QP до бес-
конечности относительный эксцентриситет 1

∗ε  
стремится к единице. Если принять, что внеш-
няя сила QP направлена вертикально вниз, то 

из условия (11) следует, что величина PQ  про-

порциональна угловой скорости ротора 1ω . 
Внешней нагрузкой QP может являться, напри-
мер, сила тяжести ротора, который находится 
в положении равновесия 1 1( , )∗ ∗ε γ . Следователь-
но, кроме выполнения соотношения (11), долж-
но быть справедливо и другое:

 1 1 2 1 1( , ) ,P∗ ∗θ = = −γF O ξ  (13)

т. е сила 1
PF  должна быть направлена верти-

кально вверх. Из соотношений (12), (13) следу-
ет, что 1 2.∗γ = π

Множество равновесных положений центра 
ротора в смазочном слое есть горизонтальный 
отрезок 2O M  (на рис. 3 этот отрезок выделен 
жирной линией), соответственно [ ]1 0, 1∗ε ∈  за-
висит от внешней нагрузки QP на ротор. Если 
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использовать первую гипотезу, то кривая равно-
весных положений центра ротора O1 есть полу-
окружность. На рис. 3 эта кривая показана пун-
ктиром. Заметим, что 2 2 01 2 1.O M O M h R R′= = = −

Распределение положений равновесия втулки 
в смазочном слое в зазоре между корпусом 

подшипника и ротором

До сих пор мы рассматривали только систе-
му «втулка-ротор» и не учитывали влияния 
внешнего поля смазки 4-2. Теперь рассмотрим 
весь подшипник, который состоит из трех твер-
дых тел (см. рис. 1). Для того, чтобы найти силу 

2 ,BF  действующую на втулку 2 2( , )O R  со сторо-
ны внешнего смазочного слоя, рассмотрим си-
стему «корпус подшипника-втулка». Аналогич-
но получаются проекции этой силы в локальной 
системе координат 2 2( , )O Oξ η , где направление 

2ξO  соответствует 2 2 00 ( ( ))B tθ = ϕ = γ  (рис. 4):
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π

ξ = − θ θ∫  (14)
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0

( ) sin .BF L R h q d
π

η = − θ θ∫  (15)

Следует отметить, что корпус подшипника 
(O,R) неподвижен, что позволяет по аналогии 
получить выражения для этих проекций:

 
( )

( )

3 2
2 2 2

2 22 3
002 2 2

3
2 2

23
0 2 2

2 cos

1 cos

cos
;

1 cos

B L R
F d

h

e
d

π

ξ

π

µ ε θ= θ +
 − ε θ

θ + θ
− ε θ 

∫

∫

ɺ

 (16)

( ) ( )

3
2 2 2

2 2
202

2 2
2 2 2 2 2

2 23 3
0 02 2 2 2

2
1

sin cos sin
;

1 cos 1 cos

B L
F

h

R e
d d

η

π π

 µ ω ε γ
= − × 

ω 

 θ θ θ × θ + θ
 − ε θ − ε θ 
∫ ∫
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 (17)

где 02 2h R R= −  – номинальный зазор внешнего 
смазочного слоя; 2 2( )Be e t=  – эксцентриситет 
центра плавающей втулки; 2 2( )B tγ = γ  – угол, 
описывающий положение линии между двумя 
центрами плавающей втулки и неподвижного 
корпуса подшипника.

Движение втулки в смазочном слое является 
нестационарным, т.  е. положение и скорость 
его центра зависят от времени, поскольку от 
времени зависят внешняя нагрузка и реакция 
от внешнего смазочного слоя. 

Пусть в момент времени 0t t=  центр втулки 
O2 занимает положение, соответствующее экс-
центриситету 02 2 0( )Be e t= и углу, описывающе-
му положение линии между двумя центрами 
плавающей втулки и неподвижного корпуса 

Рис. 3. Система втулка-ротор, на которой показаны 
множество равновесных положений центра ротора 
(отрезок 

2O M ) и кривая равновесных положений 
(пунктир 

2O M ′ ) по первой гипотезе

Рис. 4. Схема обозначений для упорного подшип-
ника скольжения
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подшипника. Тогда 02 2 0( )B tγ = γ ; отсюда спра-
ведливо равенство:

 2 2 0 2 0 02( , ) ( ) .Bt tθ = θ ϕ = ϕ− γ = ϕ− γ

Проекции силы 1
BF , действующей на втул-

ку от внутреннего смазочного слоя в локальной 
системе координат 2 2( , )O Oξ η , выражаются как

 ( )
2

1 2 01 1 01 02 1
0

cos ;BF LR q d
π

ξ = θ + γ − γ θ∫  (18)

 ( )
2

1 2 01 1 01 02 1
0

sin .BF LR q d
π

η = θ + γ − γ θ∫  (19)

Подставив выражения (3), (4) в (18), (19), по-
лучим выражения для проекций этой силы 1

BF :
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Пусть втулка 2 2( , )O R  нагружена постоянной 
силой QB. Обозначим координаты равновесно-
го положения в подшипнике как 2 2( , );∗ ∗ε γ  тогда 

2 20, 0∗ ∗ε = γ =ɺ ɺ . Из уравнений (16), (17) следует, что

 2 2 2( , ) 0;BF ∗ ∗
ξ ε γ =
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∫ ∫

Пусть 1 1( , )∗ ∗ε γ  обозначает координаты рав-
новесного положения центра ротора в подшип-
нике, тогда 1 10, 0∗ ∗ε = γ =ɺ ɺ . Из уравнений (20), 
(21) следует, что
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Через 1,2
BF  обозначается суммарная сила, 

действующая на втулку от внутреннего и внеш-
него полей смазки, т. е. 1,2 1 2 .B B B= +F F F  Величи-

ны 2 2( , )∗ ∗ε γ  находятся из условий равновесия:
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 (22)
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F F

F F

∗ ∗ ∗ ∗
η η∗

∗ ∗ ∗ ∗
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ε γ + ε γ
θ =

ε γ + ε γ
 (23)

где 2 1,2 2( , ).B∗θ = F Oξ  
Если принять, что внешняя сила QB тоже 

направлена вертикально вниз, то из формул (22) 
следует, что QB пропорциональна угловой ско-
рости ротора 1ω  и угловой скорости втулки 2ω . 
Внешней нагрузкой QB может являться, напри-
мер, сила тяжести втулки. Втулка находится в 
положении равновесия 2 2( , )∗ ∗ε γ , т. е. кроме со-
отношения (22), сила 1,2

BF  должна быть направ-
лена вертикально вверх, откуда

 2 1,2 2 2( , ) .B∗ ∗θ = = −γF Oξ  (24)

Из соотношений (23), (24) следует равенство

 1 1 1 2 2 2
2 2

1 1 1 2 2 2

( , ) ( , )
tg tg .

( , ) ( , )

B B

B B

F F

F F

∗ ∗ ∗ ∗
η η∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
ξ ξ

ε γ + ε γ
γ = − θ = −

ε γ + ε γ

Когда центры ротора и втулки находятся в 
положении равновесия, то 1 2∗γ = π , [ ]1 0, 1∗ε ∈ . 
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Каждое положение равновесия ротора 1 1( , )∗ ∗ε γ  
в зазоре соответствует одной кривой равно-
весных положений центра втулки, которая 
определяется уравнением

 1 1 2 2 2
2

1 1 2 2 2

( , 2) ( , )
tg .

( , 2) ( , )

B B

B B

F F

F F

∗ ∗ ∗
η η∗

∗ ∗ ∗
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ε π + ε γ
γ = −

ε π + ε γ
 (25)

Определение постоянной скорости вращения 
втулки в подшипнике скольжения

Пусть ротор 1 1( , )O R  вращается с заданной 
постоянной угловой скоростью ω1, а втулка 

2 2( , )O R  вращается с неизвестной пока посто-
янной угловой скоростью ω2. Эта величина ω2 
входит в выражения для всех сил, действующих 
на ротор и втулку. Для того, чтобы определить 
движение частей подшипника, надо получить 
функцию скорости ω2 от скорости ω1. До сих 
пор скорость вращения втулки определялась 
только экспериментальным методом [9, 10]. В 
данной работе мы получим аналитическую за-
висимость ω2 от ω1. Следует заметить, что мо-
мент трения есть только в области положитель-
ного избыточного давления смазки. Поскольку 
в положении равновесия 1 1 2 2 0∗ ∗ ∗ ∗ε = γ = ε = γ =ɺ ɺ ɺ ɺ , то 
из уравнений (3), (4) получаем, что избыточное 
давление положительно в области [ ]1 , 2θ ∈ π π  и 
аналогично в области [ ]2 , 2 .θ ∈ π π

В работе [7] получены выражения для мо-
ментов, действующих на втулку со стороны вну-
тренего поля смазки, для коротких подшипни-
ков скольжения:
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Когда центры ротора и втулки находятся в по-
ложении равновесия, то выполняются равенства

 1 1 2 2 0.∗ ∗ ∗ ∗ε = γ = ε = γ =ɺ ɺ ɺ ɺ

Из формулы (28) следуют выражения
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а из формул (26), (27) и (29) –
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Аналогично получим выражение для мо-
ментов, действующих на втулку с внешнего 
поля смазки, для коротких подшипников сколь-
жения:
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где

 2 2
2 22 2

2 2

2ln
2

1 ; ;

1 1

R

R h
T S

R h R h

R R

 
 − µω = − =
− −   

− −   
   

 

 2
2 3

2 2

sin
.

1 cos

Q∗

∗

θ
=
 − ε θ 

 
(32)

Легко увидеть, что все моменты, действую-
щие на втулку, не зависят от углов 1 2,∗ ∗γ γ , а за-
висят только от эксцентриситетов ротора и 

втулки в положении равновесия ( )1 2,∗ ∗ε ε . Вра-

щение втулки вокруг своей оси подчиняется 
уравнению

 1 2 2.B B
BM M J− = ωɺ  (33)

При установившемся движении 2 0ω =ɺ , т. е. 
втулка вращается с постоянной угловой скоро-
стью 2,ω  и тогда

 1 2 0.B BM M− =  (34)

Уравнения (30), (31) и (34) позволяют полу-
чить выражение для определения угловой ско-
рости втулки 2ω  в неявном виде. 

Численный анализ определения скорости 
вращения втулки в подшипнике скольжения 

и обсуждение результатов

Для численного расчета примем следую-
щие значения параметров подшипника и его 
частей: 

подшипник (О, R) – R = 0,05 м, длина L = 
0,05 м; 

втулка 2 2( , )O R  – R2 = 0,048 м,
отсюда следует номинальный зазор внешего 
смазочного слоя – 02 2 0,002м;h R R= − =

ротор 1 1( , )O R  – 1 0,046мR = . Он вращается 
с заданной угловой скоростью ω1. 

Возьмем 11 значений ω1 от 45 10⋅  до 410 10⋅
рад/с с равным шагом. Номинальный зазор 
внутреннего смазочного слоя составляет 

01 2 1 0,002 м,h R R= − =  динамическая вязкость – 
51,754 10 Па·с−µ = ⋅ . Легко видеть, что формула 

(34) не содержит динамической вязкости, т. е. 
угловая скорость втулки 2ω  не зависит от ди-
намической вязкости смазки, а зависит только 

от геометрических параметров подшипника и 
положения равновесия ротора и втулки, т. е. от 
эксцентриситетов ротора и втулки в положении 
равновесия 1 2,∗ ∗ε ε .

Результаты численных расчетов представле-
ны на рис. 5. Из анализа данных рисунка можно 
сделать следующие выводы:

1. Вопреки общепринятым представлениям 
(см., например, работы [9, 10]), угловая ско-
рость втулки равна или чуть меньше половины 
угловой скорости ротора только в частных слу-
чаях, а не во всех. Эти частные случаи соответ-
ствуют кривым 2 – 4, для которых 2 1 0,5ω ω ≈  
или немного меньше.

2. Угловая скорость втулки значительно меньше 
половины угловой скорости ротора при 

1 20, 1∗ ∗ε → ε →  (кривая 1, для которой 2 1 3ω ≈ ω ).
3. Угловая скорость втулки пропорциональ-

на эксцентриситету ротора 1 1(или )e∗ ∗ε  и об-
ратно пропорциональна своему эксцентриси-
тету 2 2(или )e∗ ∗ε . При 1 20,5 1, 0∗ ∗≤ ε < ε →  
угловая скорость втулки даже превышает по-
ловину угловой скорости ротора (кривая 5 на 
рис. 5).

Рис. 5. Графики зависимости отношения угловых 
скоростей втулки и ротора  от угловой скорости ро-
тора при разных значениях положения равновесия 
ротора и втулки в подшипнике скольжения ( )1 2,∗ ∗ε ε : 

0; 0,9(1); 0; 0,5(2); 0; 0(3); 0,5; 0,5(4);  0,5; 0(5)

ω2/ω1 

1

2

3

4

5

ω1, 104 рад/с 
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Настоящая работа посвящена определению 
скорости вращения втулки в подшипнике, за-
полненном маслом, с учетом центробежных 
сил. Интегрированием компонент тензора на-
пряжений по поверхности зазора были полу-
чены явные выражения для сил и моментов, 
действующих как на ротор, так и на втулку 
подшипника. Определено распределение по-
ложений равновесия ротора в cмазочном слое 
в подвижных осях. По аналогии проведен ди-
намический анализ для зазора между втулкой 
и корпусом подшипника. Рассмотрена пробле-

ма определения угловой скорости вращения 
втулки в подшипнике скольжения; она важна 
для определения сил, действующих на ротор, 
зависящих от указанной скорости. Угловая ско-
рость вращения втулки в подшипнике сколь-
жения получена в рамках теории короткого 
подшипника из условия равенства моментов, 
действующих на втулку со стороны масла извне 
и изнутри. Численным расчетом показано, что 
угловая скорость вращения втулки в подшип-
нике скольжения может меняться в достаточно 
широких пределах.
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Если градиент температуры, приложенный 
к ньютоновской жидкости, направлен вдоль 
поля тяжести, то в жидкости возможно состо-
яние равновесия. Существует большое количе-

УДК 532.501.32

А.В. Перминов

РАВНОВЕСНЫЕ СОСТОЯНИЯ ОБОБЩЕННОЙ 
НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ 

ство работ, в которых исследуется устойчивость 
равновесного состояния [1]. Вибрации – один 
из эффективных способов управления устой-
чивостью равновесного состояния жидкости 
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при ее подогреве. В работах [2, 3] было сфор-
мулировано условие квазиравновесия ньюто-
новской жидкости, находящейся в поле высо-
кочастотных вибраций. Под квазиравновесием 
понимается такое состояние, при котором на 
фоне быстрого периодического пульсационно-
го движения в жидкости отсутствует осреднен-
ный тепло- и массоперенос.

При описании термовибрационной конвек-
ции в несжимаемой ньютоновской жидкости 
используются уравнения Зеньковской–Симо-
ненко. Систематическое описание основных 
положений термовибрационной конвекции 
можно найти в монографии [4]. 

В работе [5] было предложено обобщение 
уравнений термовибрационной конвекции на 
случай обобщенной ньютоновской жидкости. 
Это класс неньютоновских жидкостей, для ко-
торых тензор напряжений сдвига ijτ  в каждой 
точке представляет некоторую функцию только 
от тензора скорости сдвига ije  в той же точке [6]:
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где iu  – компонента скорости жидкости вдоль 
координаты xi.

Жидкости с реологическим соотношением 
вида (1) удобно подразделять на три группы 
[7]: вязкопластичные (бингамовские пласти-
ки); псевдопластичные (псевдопластики); ди-
латантные.

Вязкопластичные жидкости принято опи-
сывать реологическим уравнением Бингама:
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, (2)

где 2 2ij jiτ = τ τ ; 0τ  – предельное напряжение 
сдвига; pµ  – сдвиговая вязкость.

Из уравнения (2) видно, что сдвиговое те-
чение в вязкопластичных жидкостях возника-
ет, если приложенные к жидкости напряжения 
больше некоторого порогового значения. 

При реометрических исследованиях вязко-
пластичных тел обнаружилась нелинейность 

кривой течения (зависимость напряжений 
сдвига от его скорости) в области малых ско-
ростей сдвига. В работах [8–10] при моделиро-
вании конвективных течений вязкопластичных 
жидкостей для учета нелинейных эффектов 
было предложено использовать неразрывную 
модель Уильямсона:
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,ij ij

A
e

B I
∞
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τ = +µ 

 + 
 (3)

где A, B – реологические параметры жидкости 
Уильямсона; ∞µ  – вязкость при больших ско-
ростях сдвига.

При малых значениях параметра B жид-
кость Уильямсона близка по своим свойствам 
к бингамовскому пластику, тогда A приобретает 
смысл динамического предела текучести [11].

Псевдопластики и дилатантные жидкости 
описывают степенным уравнением Освальда 
де Виля:

 ( ) 1

2 ,
n

ij ijk I e
−

τ =  (4)

где k – консистентность жидкости, n – показа-
тель ее неньютоновости. 

Для описания реологических свойств псев-
допластичных жидкостей можно применять 
уравнение (3).

В работе получен общий вид осредненно-
го тензора вязких напряжений для обобщен-
ной ньютоновской жидкости, находящейся в 
поле высокочастотных вибраций. Приведены 
выражения для осредненных тензоров вязких 
напряжений реологических моделей Бингама, 
Уильямсона и Освальда де Виля. Сформулиро-
ваны условия равновесного и квазиравновесно-
го состояний для обобщенной ньютоновской 
жидкости, находящейся в замкнутой полости 
произвольной формы. Для вязкопластичной 
жидкости Бингама сформулировано условие 
существования жесткого состояния. Показано, 
что в поле высокочастотных вибраций реализа-
ция такого состояния возможна, когда вибра-
ции происходят вдоль направления градиента 
температуры.

Уравнения термовибрационной конвекции

Пусть имеется однородная жидкость, цели-
ком заполняющая замкнутую полость, совер-
шающую линейно-поляризованные (возврат-
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но-поступательные) вибрации с амплитудой 
смещения а и частотой ω  в направлении еди-
ничного вектора n; тогда aω  – амплитуда ско-
рости пульсаций. Пусть вибрации высокоча-
стотные, малоамплитудные, но не акустические, 
т.  е. 2, ea L L<< ω >> ν , где L  – характерный 
размер гидродинамических структур, eν  – эф-
фективная кинематическая вязкость. Жидкость 
считается несжимаемой и находится в неодно-
родном температурном поле.

В работе [5] на основании метода осредне-
ния [12] получена система уравнений, которая 
описывает медленное осредненное конвектив-
ное движение жидкости. При этом вводилась 
иерархия времен 1

0 1 2,  ,  ,  t t t t t t t−
− = ω = = ω =  

2 , ... .t−= ω Все физические поля расщеплялись 
на пульсационную часть, зависящую от t− , и 
медленную осредненную часть, зависящую 
от «медленных» (конвективных) времен 

0 1 2, , , ... .t t t  «Быстрое» время t−  имеет один 
порядок с малым параметром 1−ω . Амплитуда 
скорости пульсаций aω  считается конечной.
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w n w

u u

w w n

 (5)

где , ,T pu  – функции медленного времени t, 
описывающие осредненное конвективное те-
чение; = βv w  – безразмерная амплитуда пуль-
сационного поля скорости.

Система (5) совпадает с системой уравнений 
термовибрационной конвекции для ньютонов-
ской жидкости, за исключением вязкого слага-
емого Divτ , вид которого определяется реоло-
гической моделью.

Следуя работе [5], выпишем разложение для 
тензора скорости сдвига и второго инварианта 
этого тензора по степеням малого параметра 1 :−ω

 
( )

1
0 1

1 1
2 0 0 0 1 1 0

... ,

1
... .

2 2

ij ij ij

ij ji
ij ji ij ji ij ji

e e e

e e
I e e e e e e

−

− −

= +ω +

= = +ω +ω +
 

Можно показать, что для жидкостей с рео-
логическим соотношением вида (1) разложение 
тензора вязких напряжений примет вид 

 

( ) (
)

1
0 00 0 1 00 01 0

0 00 1

00 0 0 01 0 1

( , )

( ) ... ;

1
; .

2

ij ij ij

ij

ij ji ij ji

f I e f I I e

f I e

I e e I e e

−τ = +ω +

+ +

= =

 (6)

В этом разложении учтена симметричность 
тензора скоростей сдвига ije . Вид функций 

0 1,f f  определяется выбором конкретного рео-
логического уравнения.

В разложении (6) необходимо ограничиться 
только первым слагаемым, так как остальные 
слагаемые имеют более высокий порядок мало-
сти. После его осреднения по быстрому време-
ни t−  получаем выражение

 
( )

2

00 0
0

0

1
;

2

sin .

ij ij

ij wij uij

f I e dt

e a e t e

π

−

−

 τ =  π

= ωβ +

∫  (7)

Тензор скоростей сдвига разделяется на две 
части, одна из которых – 

 ( )wij i j j ie w x w x= ∂ ∂ + ∂ ∂

определяется амплитудой скорости пульсаций, 
вторая – 

 ( )uij i j j ie u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂

– скоростью осредненного конвективного дви-
жения. Функция f(I00) для жидкостей Бингама, 
Уильямсона и Освальда де Виля, соответствен-
но, принимает значения

 

( )

0

00 00

1

00

; ;

.

p

n

A
f f

I B I

f k I

∞

−

τ
= +µ = +µ

+

=

 (8)

На твердых границах для медленно меня-
ющейся скорости u выполняется условие при-
липания, а для амплитуды пульсационной ско-
рости – условие непротекания.

Введем масштабные множители: для раз-
ности температур и поля w – θ , для коорди-
нат – h, для времени – 2

eh ν , для скорости – 

p hµ ρ  и для давления  – 2 2
e hρν . Уравнения 

(5), (7) и (8) в безразмерных переменных примут 
вид
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( )

( ) Div Gr

1
Gv ;

2

1
; div 0;

Pr

div   0;  rot  .

p T
t

T

T
T T

t

T

∂
+ ∇ = −∇ + τ+ γ +

∂

+ ⋅ ∇ −

∂
+ ∇ = ∆ =

∂
= = ∇ ×

u
u u

w n w

u u

w w n

 (9)

 

( )

2

0 2
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0
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0

0

1 Bh
1 , Bh;

2

0, Bh;

1
1 ;

2

;
2

Gv sin ,

ij ij

ij ij

n

ij ij

ij wij uij

e dt
I

I

D
e dt

b I

K
I e dt

e e t e

π

−

π

−

π −

−

−

   
   τ = + τ >  π     


= τ ≤

  
  τ = +
 π +   

 τ =  π  

= +

∫

∫

∫

 (10)

где ( )2Gv pa h= ωβθρ µ  – вибрационное число 

Грасгофа; 2 3 2Gr pg h= βθρ µ  – гравитационное 

число Грасгофа; ( )Pr p= µ χρ  – число Прандт-

ля; 2 2
0Bh ph= ρ τ µ   – число Бингама; 

2 2D h A ∞= ρ µ  – динамический предел текуче-

сти; 2b h B ∞= ρ µ ; ( )2
n

pK k h= µ ρ  – реологи-

ческие параметры моделей.

Равновесные состояния жидкости

Под квазиравновесием жидкости, находя-
щейся в замкнутой полости в поле высокоча-
стотных вибраций, будем понимать такое ее 
состояние, при котором на фоне быстрого пуль-
сационного движения отсутствует медленное 
осредненное течение жидкости, т. е. 

0,  0t= ∂ ∂ =u . В этом случае система уравне-
ний (9) после применения к ней операции ро-
тора и исключения давления, примет вид

    
1

rot Div Gv ( ) Gr 0;
2

0;  div 0;  rot .

T T

T T

τ+ ∇ ×∇ + ∇ ×γ =

∆ = = = ∇ ×

wn

w w n

 (11)

Уравнения (11), описывающие состояние 
квазиравновесия, являются обобщением усло-
вий, полученных в работе [2], на рассматрива-
емый класс неньютоновских сред. 

Частным случаем квазиравновесного со-
стояния жидкости является квазитвердое со-
стояние. В этом случае в жидкости отсутствуют 
какие-либо течения, т. е. жидкость вместе с со-
судом как единое целое совершает гармониче-
ские колебания. Приравнивая амплитуду пуль-
сационной скорости к нулю, получим условия 
для квазитвердого состояния жидкости:

 
rot Div Gr 0;

0;  0.

T

T T

τ+ ∇ ×γ =

∆ = ∇ × =n
 (12)

Видно, что вибрационное число Грасгофа 
не влияет на квазитвердое состояние. Для 
обобщенной ньютоновской жидкости (1), 
кроме вязкопластичной жидкости Бингама, 
либо rot Div 0τ = , т. е. квазитвердое состояние 
возможно в невесомости, либо когда все три 
вектора , ,T∇ n γ  направлены вдоль одной 
прямой:

 0.T T∇ × = ∇ × =nγ

При отсутствии вибраций для неизотерми-
ческой обобщенной ньютоновской жидкости 
(1) выполняется условие равновесия 
Gr 0T∇ × =γ , которое для обычной ньютонов-
ской жидкости приведено в работе [1]. Там же 
обсуждается ряд задач по исследованию устой-
чивости равновесия.

Особняком стоят вязкопластичные жидко-
сти Бингама, для которых характерно нали-
чие предельных напряжений сдвига. Если на-
пряжения, возникающие в жидкости, меньше 
предельных, то она находится в твердом или 
жестком состоянии. Напряжения сдвига под-
лежат определению из уравнения (12).

Жесткое состояние наклонного 
слоя жидкости Бингама

На рис. 1 показан наклонный слой жидкости 
Бингама, находящийся в поле тяжести Земли. 
Единичный вектор γ  имеет компоненты 
( )sin , 0, cos− α α . Равновесный градиент темпе-
ратуры задается единичным вектором 0T∇ = m. 
Единичный вектор n определяет направление 
вибраций. Для реализации жесткого состояния 
необходимо, чтобы 0.× =m n

При указанных на рис. 1 условиях вязкие 
напряжения, возникающие в слое, зависят 
только от поперечной координаты. Уравнение 
(12) принимает вид
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 ( )
2

2
Gr sin cos 0,z xm m

x

∂ τ
+ α + α =

∂
 (13)

где ( )xz xτ ≡ τ .

Решение (13) имеет вид

 2
0 1 2С x C x Cτ = + + ,  (14)

где ( )0 Gr sin cos 2z xС m m= − α + α .
Жидкость находится в жестком состоянии, 

если в любой точке слоя выполняется условие 
Bhτ ≤ . 
Вершина параболы (14) находится в точке с 

координатой 1 2x C А∗ = − . Полагаем, что вер-
шина параболы расположена в пределах слоя 

1 1x∗− < < . В этом случае экстремальные на-
пряжения сдвига возникают на границах слоя 
и в точке x*. Для выполнения условия существо-
вания жесткого состояния необходимо потре-
бовать выполнения следующих неравенств:

 
( )

0 1 2

0 1 2

Bh;

Bh 1 ;

С C C

С C C x

− + ≥ −

− + ≤ = −
 (15)

 
( )

0 1 2

0 1 2

Bh;

Bh 1 ;

С C C

С C C x

+ + ≥ −

+ + ≤ = −
 (16)

 

( )

2
1

2
0

2
1

2
0

Bh;
4

Bh .
4

C
C

С

C
C x x

С

∗

+ ≥ −

+ ≤ =

 (17)

На рис.  2,а заштрихована область суще-
ствования совместного решения неравенств 
(15) – (17). 

Очевидно, что наличие заштрихованной об-
ласти на рис. 2,а говорит о реализации жестко-
го состояния бингамовской жидкости. Жесткое 
состояние не реализуется, если площадь ука-
занной области равна нулю. Это возможно, 
если 0 2BhС > .

Пусть вершина параболы (14) находится на 
границе слоя, например при 1x∗ = + , тогда 

1 02С С= − . В этом случае, неравенства (15) и (17) 
примут вид

  ( ) ( )2 0 2 0Bh 3 , Bh 3 1 ;C С C С x≥ − + ≤ − = −  (18)

 ( )2 0 2 0Bh, Bh 1 .C С C С x≥ − ≤ + =  (19)

Система (15), (17) не имеет решений, т. е. в 
слое бингамовской жидкости не реализуется 
жесткое состояние, если 0 Bh 2С > . Данное 
неравенство оказывается справедливым и для 

1x∗ = − . 
Рассмотрим случай, когда вершина пара-

болы находится за пределами слоя. Для реа-
лизации жесткого состояния необходимо по-
требовать выполнения неравенств (15), (16) и 
еще двух:

 1 0 1 02 , 2С С С С< − > . (20)

Графический анализ системы неравенств 
(15), (16) и (20) представлен на рис. 2,б. Прямая 
4 соответствует x* > 1. В области I левее линии 4 
обсуждаемая система неравенств имеет решение 
при положительных С0. В области II правее 4 эта 
система справедлива, если С0 < 0. Очевидно, что 
жесткое состояние жидкости не реализуется, 
если выполняется неравенство 0 Bh 2С > . Пу-
тем аналогичных рассуждений убеждаемся в 
справедливости этого условия для x* < –1.

Подставляя в неравенства 0 2BhС >  и 

0 Bh 2С >  выражение для С0, окончательно 
выпишем условия перехода жидкости Бингама 
из жесткого состояния в жидкое:

 
4

Gr ;
s

Bh
0

in cos
.

z xm mα+ α
×> =m n  (21)

Неравенство (21) определяет границу об-
ласти существования жесткого состояния в слу-

Рис. 1. Наклонный слой жидкости Бингама, 
находящийся в поле тяжести Земли: 

γ, n, 
0T∇  – единичные векторы
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чае, когда экстремум функции (14) находится в 
пределах слоя.

Если вершина параболы (14) попадает на 
границы слоя или оказывается за его предела-
ми, то область параметров, при которых реа-
лизуется жесткое состояние, уменьшается, а ее 
размеры определяются условием

 
sin

Bh
Gr , 0.

cosz xm mα+ α
> × =m n  (22)

Положение экстремума функции (14), т. е. 
форма профиля вязких напряжений опреде-
ляется условиями подогрева слоя и состояни-
ем его границ. Отметим, что условия (21), (22) 
справедливы в отсутствие вибраций. При нали-
чии вибраций в неравенствах вектор m можно 
заменить на n.

Известно, что в бесконечном слое после 
потери устойчивости равновесного состояния, 
как правило, возникает плоскопараллельное 
течение, состоящее из двух встречных потоков 
[1, 5, 13]. Экстремальные значения вязких на-
пряжений реализуются на границе встречных 
потоков и границах слоя. Координата экстрему-
ма функции (14) располагается в пределах слоя. 
Следовательно, область параметров, при которых 
существует жесткое состояние вязкопластичной 
жидкости, будет определяться условием (21).

Итак, в настоящей работе приведены урав-
нения термовибрационной конвекции и осред-
ненные выражения для тензоров вязких на-
пряжений жидкостей, у которых напряжения 
сдвига в каждой точке представляет некоторую 
функцию только от скорости сдвига в той же 
точке. На основании этих уравнений можно ис-
следовать устойчивость равновесных состояний 
таких жидкостей, а также конвективные режи-
мы, которые возникают после потери равно-
весным состоянием устойчивости.

При исследовании устойчивости равно-
весного состояния обобщенной ньютоновской 
жидкости следует учитывать вид реологическо-
го уравнения жидкости и, следовательно, тип 
равновесного состояния, которое реализуется 
в ней при данных условиях подогрева и вибра-
ционных воздействиях.

Так, в псевдопластичной, дилатантной и 
ньютоновской жидкостях при отсутствии ви-
браций реализуется состояние равновесия. Оно 
возможно, если жидкость находится в невесо-
мости, либо градиент температуры направлен 
вдоль поля тяжести. Включение вибраций рас-
ширяет спектр равновесных состояний. В ви-
брационном поле в таких жидкостях возможно 
квазиравновесное состояние, при котором на 
фоне пульсационного движения в жидкости не 
возникает осредненного конвективного тепло- 

Рис. 2. Графический анализ систем неравенств (15) – (17) (а) и (15), (16), (20) при x* > 1 (б). Области суще-
ствования совместных решений заштрихованы. Представлены границы выполнения неравенств (15) (1, 1′); 

(16) (2, 2′); (17) (3, 3′); (20) (4). I, II – случаи C0 > 0 и C0 < 0 соответственно

а) б)



169

Механика

и массопереноса. Частным случаем квазирав-
новесного состояния является квазитвердое, 
которое реализуется, когда все три вектора 

, ,n mγ  направлены вдоль одной прямой. В ква-
зитвердом состоянии в жидкости отсутствуют 
пульсационное и осредненное движения, т. е. 
жидкость совершает колебания вместе с сосу-
дом как твердое тело.

Вязкопластичная жидкость Бингама – это 
особый тип обобщенной ньютоновской жид-
кости, в которой сдвиговое течение возникает, 
если приложенные к жидкости напряжения 
больше некоторого порогового значения. В та-
кой жидкости, кроме указанных выше равно-

весных состояний, наблюдается твердое или 
жесткое состояние. 

Так, в отсутствие вибраций существует по-
роговое значение числа Грасгофа, ниже кото-
рого жидкость находится в жесткой фазе. Это 
равновесное состояние возможно при произ-
вольном направлении градиента температуры. 

При включении вибраций жесткая фаза 
бингамовской жидкости реализуется, только 
когда вибрации происходят вдоль градиента 
температуры. В остальных случаях в жидкости 
возможно состояние квазиравновесия, анало-
гичное тому, что имеет место в остальных типах 
обобщенной ньютоновской жидкости. 
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Данная работа является продолжением ра-
боты [1] , в которой был дан обзор и получено 
решение (методом сращивания асимптотиче-
ских разложений) задачи о распространении 
волны вертикальной поляризации (другие ис-
пользуемые в литературе названия этой волны: 
волна ТМ-поляризации, волна p-поляризации) 
сквозь симметричные плазменные слои, харак-
теризующиеся наличием максимума электрон-
ной концентрации и малыми диссипативными 
процессами. Как известно [1], на частоте поля, 
равной максимальной плазменной частоте 
слоя, наклонно падающая плоская вертикаль-
но поляризованная волна не пройдет за точку 
с максимальной концентрацией электронов, 
если потери в слое устремить к нулю. Этот эф-
фект имеет место для слоев произвольной тол-
щины, у которых в окрестности такой точки 
вещественная часть функции диэлектрической 
проницаемости имеет нуль четной кратности. 
Из-за отсутствия точного аналитического ре-
шения этой задачи все известные ее решения 
для подходящих моделей среды используют 
метод сращивания асимптотических решений 
уравнений Максвелла для магнитной или элек-
трической составляющей поля, полученных в 
различных перекрывающихся интервалах на 
оси OZ, вдоль которой изменяется электрон-
ная концентрация в слое. Поэтому все извест-
ные приближенные решения [1] этой задачи 
не только очень громоздки, но и трудны, что, 
вероятно, и есть главная причина того, что ее, 

УДК 537.87 

А.В. Денисов 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭФФЕКТА ЭКРАНИРОВАНИЯ ВОЛНЫ 
ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ СИММЕТРИЧНЫМ 

ПЛАЗМЕННЫМ СЛОЕМ

как правило, не рассматривают в курсе лекций 
по теории распространения волн в неоднород-
ных средах. 

Цель данной работы  – полученить очень 
простое доказательство данного явления без 
построения решения задачи на всей оси OZ. 
В отличие от ранее рассмотренных методов 
доказательства, оно опирается на построе-
ние решения уравнения для магнитного поля 
в двух непересекающихся, но сближающихся 
при уменьшении потерь связных промежутков 
на оси OZ, а также на использовании хорошо 
известного в электродинамике [2] условия не-
прерывности тангенциальных компонент поля. 
По мнению автора, приведенное здесь доказа-
тельство, ввиду его простоты, вполне можно 
использовать при чтении лекций по теории рас-
пространения электромагнитных волн. 

Физическая и математическая 
постановки задачи

Рассмотрим неоднородный, изотропный, 
бесконечно протяженный плоскослоистый 
плазменный слой, выходящий с обеих сторон 
в вакуум. Выберем декартову прямоугольную 
систему координат ( , , )X Y Z  таким образом, 
чтобы ось OZ была перпендикулярна слою. Бу-
дем полагать, что тяжелые частицы (ионы и 
молекулы) в нем неподвижны, а простран-
ственная дисперсия пренебрежимо мала. Дис-
сипативные процессы учтем посредством вве-
дения эффективной частоты столкновений 
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электрона ( )zν , которую будем считать посто-
янной в окрестности точки 0z = . Считаем, что 
при 0ν →  в точке 0z =  достигается максимум 
электронной концентрации. Рассмотрим пада-
ющую на этот слой со стороны z = −∞  под углом 

0 0θ ≠  к оси OZ плоскую монохроматическую 
электромагнитную волну вертикальной поля-
ризации, XOZ – плоскость падения волны. Кру-
говую частоту волны ω  полагаем равной мак-
симальной плазменной частоте слоя, отношение 
ν ω  считаем малым параметром задачи: 

1.ν ω <<
Представляя поле Hy в виде

 ( )0exp sinyH H ikx i t= θ − ω ,

для комплексной амплитуды H имеем уравне-
ние [1]: 

 2 2
0 0( ( ) sin ) 0s

ss sH H s H
′ε

′′ ′− +η ε − θ =
ε

, (1)

здесь ( )0 ;c l klη = ω = , s z l=   – независимая 
безразмерная переменная.

Не умаляя общности, в качестве характер-
ного масштаба l выберем толщину слоя на уров-
не Re 1 2.ε =  Функцию комплексной диэлек-
трической проницаемости среды ( )sε  зададим 
следующими пятью условиями: 

1. В интервале 1Ε  на вещественной оси s, 
который определим условием 1s s≤ , где 

 1

1
; , 0,

2

h

s h
ν = = +α α > ω 

 (2)

будем считать, что диэлектрическая проница-
емость ε(s) дается выражением

 ( )s i o
ν ν ε = +  ω ω 

 (3)

(o – символ порядка).
2. В интервале E2, который зададим услови-

ем 2s s≥ , где 

 2

1 1
; , 0 ,

2 2

p

s p
ν = = −β < β < ω 

 (4) 

положим 2( ) ths sε = .   (5)

3. При всех вещественных значениях s 
функцию ( )sε  считаем непрерывно дифферен-
цируемой. 

4. В интервале 1 2( , )s s  функция ( )sε  может 
быть продолжена как угодно, лишь бы она в 
этом промежутке удовлетворяла условию 3.

5. Будем считать, что lim ( ) 1
s

s
→−∞

ε = , т. е. вол-

на падает на слой ( )sε  из вакуума.
Условия непрерывной дифференцируемо-

сти достаточны для существования решения 
уравнения (1) в классе непрерывных функций. 
Из второго условия следует, что плазменный 
слой при значениях 1s ≥  по экспоненциаль-
ному закону переходит в вакуум, так что асим-
птотика Вентцеля  –  Крамерса  –  Бриллюэна 
(ВКБ) для решения уравнения (1) при s →±∞  
имеет вид плоских волн и существует его реше-
ние, удовлетворяющее принципу излучения [3] 
при s →+∞ . 

Для определенности положим амплитуду 
падающей волны равной единице. Тогда гра-
ничные условия (на бесконечности) для иско-
мого решения уравнения (1) запишутся в виде

 0 0 0 0( , , )exp( cos ) (exp( ))H T i s O s= ν θ η η θ + −  

 при s →+∞ ; 
(6)

 0 0

0 0 0 0

exp( cos )

( , , )exp( cos ) (exp( ))

H i s

R i s O s

= η θ +

+ ν θ η − η θ +
 

 при s →−∞ ,  
(7) 

где 0 0( , , )T ν θ η  и 0 0( , , )R ν θ η  – коэффициенты 
прохождения и отражения волны, зависящие 
от потерь ν  в слое, от угла 0θ  падения волны, 
а также от 0η .

Будем считать параметры 0θ  и 0η  фикси-
рованными, и в дальнейшем зависимость от 
них в коэффициентах прохождения и отраже-
ния будем опускать. 

Рассмотрим решение уравнения (1), имею-
щее асимптотическое поведение (6) при s →+∞  
с 1T = . Нетрудно видеть, что при s →−∞  
оно имеет асимптотику, содержащую 

0 0exp( cos )i s± η θ . В случае, если коэффициент 
при этой экспоненте с плюсовым аргументом 
не равен нулю, то получим решение (6), (7) раз-
делив на этот коэффициент. Для определенного 
выше слоя ( )sε  докажем следующую теорему.

Теорема. Для заданной выше пятью условиями 

зависимости ( )sε при произвольных фиксирован-

ных положительных значениях 0η  и 0θ  выполня-
ется равенство:
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0

lim ( ) 0T
ν→

ν = . (8)

Напомним, что для зависимости ( )sε , за-
данной голоморфной функцией, вопрос о един-
ственности решения был рассмотрен в работе 
[1]. Здесь мы докажем эту теорему (как было 
вначале сказано), опираясь на непрерывность 
касательных составляющих электромагнитно-
го поля. Существование предела (8), который 
мы ниже получим, будет означать и единствен-
ность решения данной задачи.

Доказательство теоремы

Построение решения в окрестности E1. Полу-
чим решение уравнения (1) в интервале 

1 1 1( , )s sΕ = − . Для этого перейдем в уравнении 
(1) от переменной s к новой независимой пере-
менной х по формуле

 0
0

( )
s

x s ds C= ε +∫ ɶ ɶ . (9)

Выберем константу С0 отличной от нуля, 
например, положим 

 0 1.C =  (10)

Посредством преобразования (9) уравнение 
(1) переходит в следующее уравнение: 

 
2

2 0
0 2

( ) sin
0.

( )
xx

s
H H

s

ε − θ
′′ + η =

ε
 (11)

Для значений s, принадлежащих интервалу 
E1, коэффициент уравнения (11) целесообразно 
представить в виде

  
22

2 2 20
0 0 02

( ) sin
sin ( ( )),

( )

s
g x s

s

ε − θ ω η = η θ νε  

где с учетом выражения (3) при 0ν ω→  для 
всех значений 1s∈Ε  функция ( ( ))g х s  эквива-
лентна единице: ( ( )) 1 (1)g х s o= + .

Поскольку отношение ν ω  является малым 
параметром задачи, то при 1s∈Ε  можно запи-
сать ВКБ-решение уравнения (11) относитель-
но большого параметра ( )0 0sin :η = η ω ν θ

1
0 0

1

( ) cos sin 1 ( )
( ( ))

1
1

xC
H s g x dx

g х s

O

  ω
 = η θ + ×   ν   

  
× + +  η  

  

∫ ɶ ɶ

2
0 0

1

sin sin 1 ( )
( ( ))

1
1 .

xC
g x dx

g х s

O

  ω
 + η θ + ×   ν   

  
× +  η  

∫ ɶ ɶ

Точке 0s =  соответствует (как видно из 
формул (9) и (10)) значение 1x = ; в этой точке 
при стремлении параметра ν ω  к нулю значе-
ние функции ( )g x , как было отмечено ранее, 
стремится к единице. Тем самым в точке 0s =  
магнитное поле представимо в виде

 
( )

( )

1 0 0 1

2 0 0 2

(0) cos sin 1 ( )

sin sin 1 ( ) ,

H C g

C g

ω = η θ + ν + ν 

ω + η θ + ν ν 

 (12)

причем при 0ν ω→  функции 1( ) 0g ν →  и 

2( ) 0g ν → .
 Перейдем теперь к построению решения в 

интервале 2Ε .
Построение решения в интервале E2. Для зна-

чений 2s Ε∈ , где функция ( )sε  задана форму-
лой (5), перейдем в уравнении (1) от перемен-
ной s к новой независимой переменной 

2( ) ths sµ = ε = . При этом уравнение принимает 
вид

 
2 2 2
0 0

2 2

1 1

2 1

sin
0.

4 (1 )

H H

H

µµ µ
 

′′ ′− + + µ −µ 

η µ −µ θ
+ =

µ −µ

 (13)

Данное уравнение с помощью преобразо-
вания 

 (1 ) ,H fξ= −µ

где ( )0 02 cos ,iξ = − η θ
сводится к гипергеометрическому уравнению

 (1 ) [ ( 1)] 0f c a b f abfµµ µ′′ ′µ −µ + − + + − =

со следующими параметрами:

 20
0 0

1 1
cos ;

4 2 4
a i

η
= − − θ + −η

 20
0 0

1 1
cos ;

4 2 4
b i

η
= − − θ − −η  

1

2
c = − .
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Два линейно независимых решения 1f  и 2f  
данного уравнения выражаются через гипер-
геометрические функции

 1 2 1( , ; 1 ;1 )f F a b a b c= + + − −µ ;

 2 2 1(1 ) ( , ; 1 ;1 )c a bf F c a c b c a b− −= −µ − − + − − −µ .

Решением уравнения (1), удовлетворяющим 
граничному условию (6), является

 ( )0 0 1еxp cos ln 2 (1 ) .H Т i fξ= η θ −µ

Воспользовавшись функциональным соот-
ношением [4]:

 
1 1 2 1

1
2 2 1

( , ; ; )

(1 ,1 ;2 ; ),с

f K F a b c

K F a c b c c−

= µ +

+ µ + − + − − µ

где 

 1

( 1 ) ( 1)

( ) ( )

a b c c
K

a b

Γ + + − Γ −
=

Γ Γ
;

  2

( 1 ) ( 1)

( ) ( )

a b c c
K

a b

Γ + + − Γ −
=

Γ Γ
,

можно получить, что при 0ν ω→

    ( )2 0 0 1 3( ) еxp cos ln 2 (1 ( )),H s Т i K g= η θ + ν  (14)

где 3
0

( ) 0g
ν→

ν → .

Определение неизвестных коэффициентов. 
Для определения неизвестных коэффициентов 

1C , 2C  и Т  воспользуемся непрерывностью 
( )уН s , тангенциальной компоненты рассма-

триваемого электромагнитного поля [2]. Из 
формул (2) и (4) видно, что при 0ν ω→  как 
сама разность 2 1( )s s− , так и значение 1s  стре-
мятся к нулю, так что при этом предельном 
переходе должно выполняться выражение

 2
0

( ) (0) 0у уН s Н
ν→

− → .

Таким образом, с учетом выражений (12) и 
(14) при 0ν →  имеем:

 

( ) ( )

( )

( )

0 0 1 3

1 0 0 1

2 0 0 2

еxp cos ln 2 1 ( )

– cos sin 1 ( )

sin sin 1 ( ) 0.

Т i K g

C g

C g

η θ + ν −

ω η θ + ν − ν 

ω − η θ + ν → ν 

 (15) 

Рассмотрим четыре числовые последова-

тельности { }
1n n

∞
=

ν для задания бесконечно ма-
лых потерь ν , имеющие своей предельной точ-
кой нуль. Возьмем одну из таких 
последовательностей

 (1) 0 0sin

2
n

n

ωη θ
ν =

π
,

при каждом значении которой

 0 0cos sin
ω η θ ν 

=1; 0 0sin sin
ω η θ ν 

= 0.

Для такой последовательности из формулы 
(15) при n →∞  получаем:

 

( )0 0 1

1 0 0(1)

еxp cos ln 2

– cos sin 0.
n

Т i K

C

η θ −

 ω
η θ →  ν 

 (16)

Для другой последовательности

 (2) 0 0sin

3
2

2

n

n

ωη θ
ν =

π+ π
,

когда в выражении (15) косинус равен минус 
единице, а синус – нулю, при n →∞

 

( )0 0 1

1 0 0(2)

еxp cos ln 2

cos sin 0.
n

Т i K

C

η θ +

 ω
+ η θ →  ν 

 (17)

Выбирая по аналогии с первой две другие 
последовательности, когда косинус равен нулю, 
а синус – единице в одном случае и минус еди-
нице – в другом, запишем еще два соотношения: 

 

( )0 0 1

2 0 0(3)

еxp cos ln 2

– sin sin 0;
n

Т i K

C

η θ −

 ω
η θ →  ν 

 (18)

 

( )0 0 1

2 0 0(4)

еxp cos ln 2

sin sin 0.
n

Т i K

C

η θ +

 ω
+ η θ →  ν 

 (19) 

Очевидно, формулы (16) – (19) могут быть 
верны, только если при 0ν →  одновременно 
выполняются предельные переходы 

1 2 0Т С С→ → → .
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Таким образом, при устремлении потерь в слое 
к нулю поле равно нулю правее точки 0s = .

На этом теорему для рассмотренной модели 
слоя считаем доказанной. 

Заметим, что формулы (3) и (5) являются 
главными членами разложения функции

 
21 th

( ) 1

1

s
s

i

−
ε = −

ν
+
ω

 const ;
ν = ω 

эта функция задает симметричный слой Эп-
штейна в интервалах 1Ε  и 2Ε  (см. формулы (2) 
и (4) соответственно). 

 Рассмотренная нами модель слоя показы-
вает, что на эффект экранирования волны ока-

зывает влияние только бесконечно малая часть 
слоя в окрестности точки, где ( )sε обращается 
в нуль при исчезновении потерь в среде.

Кроме того, в интервале 1 2( , )s s функция 
( )sε задавалась произвольно.

Таким образом, при доказательстве теоремы 
не требовалась четность вещественной части 
комплексной диэлектрической проницаемости 

( )sε ни в промежутке 2 2( , )s s− , ни в более ши-
роком промежутке. Снятие этого требования 
является новым результатом, расширяющим 
модели плазменных сред [1]. Последние при 
уменьшении в них потерь экранируют верти-
кально поляризованную волну.
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А н т и п и н а  Н . А . ,  П е щ е р е н ко  С . Н. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДЫХ 
ЧАСТИЦ В ПОГРУЖНЫХ СЕПАРАТОРАХ.

В статье предложена математическая модель движения твердых частиц в погружных сепараторах гравитацион-
ного и гидроциклонного типов. Выбраны рациональные конструкции устройств. Приведено сравнение расчетных 
и экспериментальных данных.

ГРАВИТАЦИОННЫЙ СЕПАРАТОР. ГИДРОЦИКЛОН. МОДЕЛИРОВАНИЕ. ОПТИМИЗАЦИЯ.

Б е р д н и к о в  Я . А . ,  И в а н и щ е в  Д . А . ,  К о т о в  Д . О . ,  Р я б о в  В . Г. ,  Р я б о в  Ю . Г. ,  С а м с о н о в  В . М. 
ИЗМЕРЕНИЕ СВОЙСТВ ЛЕГКИХ АДРОНОВ ВО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ ЯДЕР ЗОЛОТА ПРИ ЭНЕРГИЯХ 
39,0 И 62,4 ГэВ.

Представлены результаты измерения спектров рождения и факторов ядерной модификации π0- и φ-мезонов  в 
(Au+Au)-столкновениях при энергиях 

NNs  = 39,0 и 62,4 ГэВ. Произведено сравнение интегральных факторов ядер-
ной модификации RAA, измеренных для  π0-мезонов в (Cu+Cu)- и (Au+Au)-столкновениях при энергиях 

NNs  = 22,4; 
39,0; 62,4 и 200 ГэВ. Показано, что максимальная энергия, достижимая на синхротроне SPS в ЦЕРНе, недостаточ-
на для обнаружения подавления выходов частиц.

КВАРК-ГЛЮОННАЯ ПЛАЗМА. МЕЗОНЫ. РОЖДЕНИЕ. КРИТИЧЕСКАЯ ТОЧКА. АНАЛИЗ.

В е й с  А . Н . ,  И л ь и н  В . И . ,  Тр о п и н а  Н . Э. ОСОБЕННОСТИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА И 
СВОЙСТВ ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ПЛЕНОК Pb1–x Cdx Se, СФОРМИРОВАННЫХ НА ПОДЛОЖКАХ ИЗ 
ФТОРИСТОГО КАЛЬЦИЯ И СТЕКЛА.

Высокотемпературная обработка пленок на стекле в кислородсодержащей среде создает композитную пленку 
из основного материала и диэлектрической фазы. При этом уменьшается концентрация свободных дырок у по-
верхности кристаллитов и растет фотолюминесценция пленок. Отжиг в парах йода сопровождается появлением 
фотопроводимости и резким усилением люминесценции. Эти эффекты объяснены инверсией проводимости в при-
поверхностных областях кристаллитов PbSe  вследствие образования локализованных состояний донорного типа.

СЕЛЕНИД СВИНЦА. КОМПОЗИТНАЯ ПЛЕНКА. ОПТИЧЕСКОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ. ФОТОЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ. ШИ-
РИНА ЗАПРЕЩЕННОЙ ЗОНЫ. ПАРАМЕТР РЕШЕТКИ. 

Д е н и с о в  А . В. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭФФЕКТА ЭКРАНИРОВАНИЯ ВОЛНЫ ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПОЛЯ-
РИЗАЦИИ СИММЕТРИЧНЫМ ПЛАЗМЕННЫМ   СЛОЕМ.

Получено элементарное доказательство эффекта экранирования плоской гармонической волны вертикальной 
поляризации бесконечно протяженным плоскослоистым изотропным плазменным слоем с максимумом электронной 
концентрации при стремлении потерь в слое к нулю, если частота волны  равна  максимальной плазменной частоте слоя. 

ВОЛНА ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ. КОЭФФИЦИЕНТ ПРОХОЖДЕНИЯ ВОЛНЫ. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ.

Д ь я ч к о в  П . Н . ,  Б о ч к о в  И . А. НАНОАНТЕННА ТЕРАГЕРЦОВОГО ДИАПАЗОНА НА ОСНОВЕ УГЛЕ-
РОДНЫХ НАНОТРУБОК, ХИМИЧЕСКИ МОДИФИЦИРОВАННЫХ АЗОТОМ ИЛИ БОРОМ. 

Исследовано влияние химической модификации углеродных нанотрубок (УНТ) атомами азота или бора на 
функции электромагнитной УНТ. Проведен расчет зонной структуры химически модифицированных УНТ мето-
дом линеаризованных присоединенных цилиндрических волн. Полуклассическая модель динамики электронов 

АННОТАЦИИ

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА
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использована для вычисления линейной проводимости УНТ. Для исследования антенных характеристик УНТ рас-
смотрено рассеяние на УНТ плоской электромагнитной волны и решена краевая задача для уравнений Максвелла. 
Продемонстрировано, что замещение атомов углерода атомами азота или бора является эффективным способом 
улучшения антенных свойств УНТ. 

АНТЕННА. УГЛЕРОДНЫЕ НАНОТРУБКИ. МОДЕЛИРОВАНИЕ. ЗОННАЯ СТРУКТУРА. МЕТОД ПРИСОЕДИНЕННЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ВОЛН.

З и м и н о в  В . М . ,  З а х а р о в а  И . Б.  ВЫПРЯМЛЯЮЩИЕ СВОЙСТВА СТРУКТУР НА ОСНОВЕ ФУЛЛЕ-
РЕНА С60. 

Исследованы структура, состав и электрофизические свойства пленок, полученных методом вакуумного на-
пыления из смеси  фуллерена C60 с органическим либо неорганическим донорным полупроводником. Установлен 
диодный характер вольтамперных характеристик с коэффициентом выпрямления, зависящим от состава и структуры 
пленки. Проведен сравнительный анализ указанных композитных структур, сделаны выводы о перспективности 
использования смеси неорганического полупроводника с фуллереном для создания диода на основе объемного 
гетероперехода  с высоким коэффициентом выпрямления.

ФУЛЛЕРЕН. ТОНКИЕ ПЛЕНКИ. ОБЪЕМНЫЙ ГЕТЕРОПЕРЕХОД. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. ОРГАНИЧЕСКИЕ-
НЕОРГАНИЧЕСКИЕ УСТРОЙСТВА.

К а р а б е ш к и н  К . В ,  К а р а с ё в  П . А . ,  Б е л я к о в  В . С . ,  А р х и п о в  А . В., Ти т о в  А . И .  ВЛИЯНИЕ 
ПЛОТНОСТИ КАСКАДОВ СМЕЩЕНИЙ НА ТОПОГРАФИЮ И СДВИГ ПОВЕРХНОСТИ НИТРИДА ГАЛЛИЯ, 
ОБЛУЧАЕМОГО АТОМАРНЫМИ И МОЛЕКУЛЯРНЫМИ ИОНАМИ.

В статье рассмотрено влияние плотности каскадов столкновений на изменение свойств поверхности GaN при 
его бомбардировке ускоренными атомарными и молекулярными ионами. Показано, что при малых плотностях 
свеллинг преобладает над распылением, а при больших – наоборот, доминирует распыление. Шероховатость по-
верхности увеличивается при увеличении массы иона/размера кластера. Установлен пороговый характер развития 
этих процессов и определены пороговые дозы начала развития особенностей топографии поверхности и изменения 
толщины модифицируемых слоев. Предложено физическое объяснение наблюдаемых закономерностей.

ИОННАЯ ИМПЛАНТАЦИЯ. МОЛЕКУЛЯРНЫЕ ИОНЫ. НИТРИД ГАЛЛИЯ. СВЕЛЛИНГ. РАСПЫЛЕНИЕ. ТОПОГРА-
ФИЯ ПОВЕРХНОСТИ. МОЛЕКУЛЯРНЫЙ ЭФФЕКТ. КАСКАДЫ СТОЛКНОВЕНИЙ.

К а р а с ё в  П . А . ,  Ти т о в  А . И . ,  Ул л а  М . В . ,  Д ж у р а б е к о в а  Ф . ,  Ку р о н е н  А . ,  Н о р д л у н д  К. МО-
ЛЕКУЛЯРНО-ДИНАМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ ДЕФЕКТОВ ПРИ ОБЛУЧЕНИИ GaN 
АТОМАРНЫМИ И МОЛЕКУЛЯРНЫМИ ИОНАМИ.

Описаны результаты МД-моделирования бомбардировки открытой поверхности (0001) GaN ускоренными 
атомарными (F, P, Ag) и молекулярными (PF2, PF4) ионами с энергией 50 эВ/а.е.м. Обнаружена сильная внутри-
каскадная рекомбинация образующихся точечных дефектов, а их распределения после термализации каскадов 
смещений сильно сдвинуты к поверхности. Оба факта хорошо согласуются с экспериментальными данными по 
накоплению структурных нарушений в GaN. Обнаружена также повышенная, по сравнению с приближением 
парных столкновений, генерация простейших точечных дефектов тяжелыми ионами Ag и молекулами PF4, причем 
для последних указанный эффект наблюдается только вблизи поверхности.

НИТРИД ГАЛЛИЯ. GaN. ИОННАЯ ИМПЛАНТАЦИЯ. МОЛЕКУЛЯРНЫЕ ИОНЫ. МД-МОДЕЛИРОВАНИЕ. ДЕФЕКТЫ. 
КАСКАДЫ СТОЛКНОВЕНИЙ. МОЛЕКУЛЯРНЫЙ ЭФФЕКТ.

К и з е в е т т е р  Д . В . ,  С а в и н а  А . Ю . ,  Л е в и н  В . М . ,  Б а с к а к о в  Г. Г. ИЗМЕРЕНИЕ ЗАТУХАНИЯ В 
ПОЛИМЕРНЫХ ОПТИЧЕСКИХ ВОЛОКНАХ, АКТИВИРОВАННЫХ ФЛУОРЕСЦИРУЮЩИМ КРАСИТЕЛЕМ.

Предложен новый способ измерения затухания во флуоресцирующих оптических волокнах, основанный на 
боковом облучении. Экспериментально измерен коэффициент затухания в различных полимерных оптических 
волокнах, активированных красителем родамином 6Ж. Выявлено влияние условий измерений на измеряемый 
коэффициент затухания.

ПОЛИМЕРНОЕ ОПТИЧЕСКОЕ ВОЛОКНО. ЗАТУХАНИЕ. ФЛУОРЕСЦЕНЦИЯ. ИЗМЕРЕНИЯ. КРАСИТЕЛЬ 
РОДАМИН 6Ж.

К о п ы т о в  Г. Ф . ,  П о г о р е л о в  А . В. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЗАРЯЖЕННОЙ ЧАСТИЦЫ 
В ПЛОСКОЙ МОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЕ И ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ 
ПОЛЕ.

В работе проанализирована задача об энергетических характеристиках заряженной частицы во внешнем за-
данном поле плоской электромагнитной волны большой амплитуды и постоянном магнитном поле. Исследованы 
различные случаи начальных условий движения заряженной частицы и поляризации волны, а также различные 
соотношения частот.

ПЛОСКАЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ВОЛНА. ОДНОРОДНОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ. УСКОРЕНИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ 
ЧАСТИЦ. УСРЕДНЕННАЯ ПО ВРЕМЕНИ ЭНЕРГИЯ ЧАСТИЦЫ.
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К о т о в а  М . С . ,  Д р о н о в  М . А . ,  Б е л о г о р о х о в  И . А. ЭФФЕКТ РЕЗИСТИВНОГО ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ 
В ПОЛИМЕРНЫХ МАТЕРИАЛАХ И ЭНЕРГОНЕЗАВИСИМАЯ ПАМЯТЬ НА ЕГО ОСНОВЕ.

Эффект резистивного переключения в полистироле исследован при комнатной температуре и температуре жид-
кого гелия при приложении электрических полей, не превышающих 400 кВ/см, и при плотностях токов, меньших 
8 мА/мм2. Реализованы стабильные, быстрые (до 10 нс), многократно (до 106 раз) повторяющиеся переключения 
для создания энергонезависимой резистивной памяти. 

РЕЗИСТИВНАЯ ПАМЯТЬ. ЭНЕРГОНЕЗАВИСИМАЯ ПАМЯТЬ. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ. ПОЛИМЕР-
НЫЕ МАТЕРИАЛЫ. МОДЕЛЬ ПРОВОДЯЩИХ КАНАЛОВ. 

Ку з н е ц о в  В . Е . ,  К и с е л е в  А . А . ,  О в ч и н н и к о в  Р. В . ,  Д у д н и к  Ю . Д. ЭЛЕКТРОДЫ ОДНОФАЗНЫХ 
ПЛАЗМОТРОНОВ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА И МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ИХ ИЗГОТОВЛЕНИЯ.

Статья рассматривает вопросы, решение которых необходимо для обеспечения максимальной долговечности 
электродов плазменных генераторов переменного тока. Работа посвящена исследованию эрозионной стойкости 
различных материалов, предназначенных для изготовления электродов. Приводятся экспериментальные результаты,  
полученные в ходе выполнения длительных ресурсных испытаний плазмотронов.

ЭЛЕКТРОД. ТРЕХФАЗНЫЙ ГЕНЕРАТОР ПЛАЗМЫ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА. КОМПОЗИТНЫЕ МАТЕРИАЛЫ. РЕСУРС.  
ЭРОЗИЯ.

Ку р а п ц е в  А . С . ,  С о к о л о в  И . М.  СРАВНЕНИЕ МАКРО- И МИКРОСКОПИЧЕСКОГО МЕТОДОВ РАС-
ЧЕТА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ ПЛОТНЫХ УЛЬТРАХОЛОДНЫХ АТОМНЫХ ОБЛАКОВ.

В статье рассмотрены проблемы теоретического описания взаимодействия света с комплексными атомными 
системами, охлажденными до сверхнизких температур. Изложены основные актуальные в настоящее время под-
ходы, а также произведено сравнение результатов.

ХОЛОДНЫЕ АТОМЫ. ПЛОТНЫЕ УЛЬТРАХОЛОДНЫЕ АТОМНЫЕ ОБЛАКА. СИЛЬНАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ. КВАН-
ТОВАЯ ОПТИКА. РЕЗОНАНСНОЕ ДИПОЛЬ-ДИПОЛЬНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ.

М а г о м е д о в  А . М . ,  М а г о м е д о в  Т. А. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОДГРАФА МАКСИМАЛЬНОЙ ПСЕВДО
ПЛОТНОСТИ.

В статье найден новый подход к эффективному вычислению подграфа с максимальной псевдоплотностью. 
Последняя принята как отношение |E| / |V| графа G = (V, E). Рассмотрено применение нового подхода для решения 
задачи о непрерывном расписании.

ГРАФ. ДВУДОЛЬНЫЙ ГРАФ. НЕПРЕРЫВНОЕ РАСПИСАНИЕ. ПАРОСОЧЕТАНИЕ. NP-ТРУДНЫЙ.

М о р о з  А . П . ,  С е р е б р я к о в  А . С . ,  Б е р д н и к о в  Я . А. ВЛИЯНИЕ КОНСТРУКТИВНЫХ ОСОБЕН-
НОСТЕЙ КРЕМНИЙ-ЛИТИЕВОГО ДЕТЕКТОРА НА ФОРМУ АМПЛИТУДНОГО СПЕКТРА.

В статье рассмотрены некоторые аспекты влияния конструктивных  особенностей детекторов на форму полу-
чаемого амплитудного спектра на примере Si(Li)-детектора. Приведены результаты работы моделирующей про-
граммы детектора. Описан эффект частичного сбора заряда из мертвых зон детектора.

Si(Li)-ДЕТЕКТОР. АМПЛИТУДНАЯ ФОРМА СПЕКТРА. НЕПОЛНЫЙ СБОР ЗАРЯДА. МЕРТВАЯ ЗОНА. МАТЕМАТИ-
ЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО. НЕОДНОРОДНЫЙ ОБРАЗЕЦ. 

Н г у е н  В а н  Тх а н г,  А р с е н ь е в  Д . Г. ,  Б е л я е в  А . К.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ ВРАЩЕНИЯ ВТУЛ-
КИ В УПОРНОМ ПОДШИПНИКЕ СКОЛЬЖЕНИЯ С УЧЕТОМ ГИДРОДИНАМИКИ СМАЗКИ И ЦЕНТРО-
БЕЖНЫХ СИЛ.

В статье рассмотрены проблемы теоретического представления вопросов скорости вращения втулки в упорном 
подшипнике скольжения с учетом гидродинамики смазки и центробежных сил. Изложены основные результаты 
применительно к исследованию короткого подшипника.

ЦЕНТРОБЕЖНЫЕ СИЛЫ. УРАВНЕНИЕ РЕЙНОЛЬДСА. МОМЕНТ. КОРОТКИЙ ПОДШИПНИК. ГИДРОДИНАМИКА 
СМАЗКИ.

П е р м и н о в  А . В. РАВНОВЕСНЫЕ СОСТОЯНИЯ ОБОБЩЕННОЙ НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ.
В работе получен общий вид осредненного тензора вязких напряжений для обобщенной ньютоновской 

жидкости, находящейся в поле высокочастотных вибраций. Сформулированы условия равновесного и квази-
равновесного состояний для обобщенной ньютоновской жидкости, находящейся в замкнутой полости произ-
вольной формы. Для вязкопластичной жидкости Бингама сформулировано условие существования жесткого 
состояния.

НЕНЬЮТОНОВСКИЕ ЖИДКОСТИ. ВИБРАЦИИ. КОНВЕКЦИЯ. РАВНОВЕСИЕ. КВАЗИРАВНОВЕСИЕ. 
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П е т р и ч е н к о  М . Р. РАСЩЕПЛЯЮЩИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ОБЫК-
НОВЕННЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Процедура расщепления приводит квазилинейную предельную задачу к последовательности линейных предель-
ных задач. Уравнения расщепленной последовательности образуют Гамильтоновы системы, связанные с условиями 
экстремума.

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ РЯД. ПРЕДЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА. ПРИСТЕНОЧНОЕ ТЕЧЕНИЕ. ГРУППА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 
ГАМИЛЬТОНИАН. 

С а б а н ц е в  А . В . ,  П о б е г а л о в  Г. Е . ,  М у р а ш о в  С . В . ,  М е л ь н и к о в  А . С . ,  Х о д о р к о в с к и й   М . А. 
МОДЕРНИЗАЦИЯ ФЛУОРЕСЦЕНТНОГО МИКРОСКОПА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ БИОЛОГИЧЕСКИХ 
СТРУКТУР С СУБДИФРАКЦИОННЫМ РАЗРЕШЕНИЕМ. 

Неинвертированный флуоресцентный микроскоп, являющийся частью установки «Лазерный пинцет», модер-
низирован для осуществления локализационной микроскопии. Продемонстрировано разрешение 50 нм на тестовом 
объекте. Сформулированы рекомендации по модернизации уже используемых или вновь приобретаемых микро-
скопов для осуществления локализационной микроскопии, а также по калибровке и тестированию таких установок.

ФЛУОРЕСЦЕНТНАЯ МИКРОСКОПИЯ. ЛОКАЛИЗАЦИОННАЯ МИКРОСКОПИЯ. УСТАНОВКА «ЛАЗЕРНЫЙ ПИН-
ЦЕТ». ДНК. YOYO-1.

С т у к о в а  Е . В . ,  К о р о л е в а  Е . Ю . ,  Тр ю х а н  Т. А . ,  Б а р ы ш н и к о в  С . В. ИЗМЕНЕНИЕ ОБЛА-
СТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ НЕСОРАЗМЕРНОЙ ФАЗЫ В СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ КОМПОЗИТЕ
(NaNO2)1– x(BaTiO3)x.

Исследованы температурно-частотные зависимости диэлектрических свойств сегнетоэлектрических композитов 
(NaNO2)1–x(BaTiO3)x. Показано, что в композитах, как и в твердых растворах, может происходить взаимовлияние 
компонент, приводящее к расширению области существования несоразмерной фазы в нитрите натрия. Наибольший 
вклад в низкочастотную диэлектрическую проницаемость композита обусловлен поляризацией Максвелла – Вагнера.

СЕГНЕТОЭЛЕКТРИК. ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ. КОМПОЗИТЫ. ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД. СПОН-
ТАННАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ.

Ти х о м и р о в  В . В. АНТИПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТРЕЩИНЫ, ПРОНИКАЮЩЕЙ В УПРУГОЕ ВКЛЮ-
ЧЕНИЕ ПРИ НЕИДЕАЛЬНОМ КОНТАКТЕ ФАЗ.

В статье рассматривается взаимодействие полубесконечной трещины продольного сдвига c упругим круговым 
включением. Контакт включения и матрицы предполагается неидеальным. В качестве условий на интерфейсе ис-
пользуется модель линейных пружин. Считается, что напряжения на границе раздела фаз непрерывны и пропор-
циональны скачку смещений. В результате использования обобщенного интегрального преобразования Меллина 
задача сведена к одномерному гиперсингулярному интегральному уравнению, для которого построено точное 
решение.  Для КИН получено простое замкнутое выражение. Рассмотрены две предельных ситуации: случай иде-
ального контакта и случай скользящего контакта.

ТРЕЩИНА ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТРЕЩИНЫ С ВКЛЮЧЕНИЕМ.   НЕИДЕАЛЬНЫЙ КОН-
ТАКТ.

Т р е г у л о в  В . В. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ СОСТОЯНИЙ В РЕЗКИХ 
НЕСИММЕТРИЧНЫХ ГЕТЕРОСТРУКТУРАХ CdS/p-Si.

Представлена методика определения энергетической плотности поверхностных состояний в резких несимме-
тричных гетероструктурах, основанная на измерении высоко- и низкочастотной вольт-фарадных характеристик. 
Методика может применяться в случае, когда заряд поверхностных состояний зависит от напряжения постоянного 
обратного смещения. Приведены результаты исследования гетероструктуры CdS/p-Si, изготовленной методом 
гидрохимического осаждения. 

ГЕТЕРОСТРУКТУРА. ФОТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ. ГЛУБОКИЕ УРОВНИ. ВОЛЬТ-ФАРАДНЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ. ПОВЕРХНОСТНЫЕ СОСТОЯНИЯ.

Ф и л и м о н о в  А . В . ,  Б у р к о в с к и й  Р. Г. ,  Б р о н в а л ь д  Ю . А . ,  В а х р у ш е в  С . Б . ,  Ш а г а н о в  А . П . , 
Ф о т и а д и  А . Э. УЖЕСТОЧЕНИЕ МЯГКОЙ МОДЫ В ЭПИТАКСИАЛЬНЫХ ТОНКИХ ПЛЕНКАХ СЕГНЕ
ТОЭЛЕКТРИКОВ РЕЛАКСОРОВ.

В статье рассмотрены результаты исследования тонких пленок магнониобата свинца методом неупругого 
рассеяния синхротронного излучения. На основании полученных результатов можно предположить, что в тонких 
пленках релаксоров формирование полярных нанообластей обусловлено механизмами, отличными от конденсации 
поперечной оптической моды.

СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКИ. РЕЛАКСОРЫ. ТОНКИЕ ПЛЕНКИ. МАГНОНИОБАТ СВИНЦА. НЕУПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ. 
СИНХРОТРОННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ. ПОЛЯРНЫЕ НАНООБЛАСТИ.
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Х о д о р к о в с к и й  М . А . ,  М у р а ш о в  С . В . ,  Б е л я е в а  А . А . ,  С е р д о б и н ц е в  П . Ю . ,  Р а к ч е е в а  Л . П. 
ВОЗБУЖДЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ МОЛЕКУЛ АРГОН-КСЕНОН В ОБЛАСТИ ДАЛЕКОГО ВАКУУМНОГО 
УЛЬТРАФИОЛЕТА, ИССЛЕДОВАННЫЕ МЕТОДОМ (3+1) REMPI.

Методом трехфотонного возбуждения молекул с последующей однофотонной ионизацией, так называемого 
(3+1)REMPI, исследованы фотоионизационные спектры димерных молекул ArXe вблизи возбужденных состояний 
Хе* 7p, 6d в области от 87500 до 90000 см–1, близкой к энергии ионизации молекул. Эта область содержит 12 состо-
яний Хе*, из них два разрешенных при трехфотонном возбуждении. Сложная картина спектра наблюдается при 
регистрации молекулярных ионов ArXe+. Для двух колебательных систем были определены диссоционные пределы, 
к которым они сходятся: ArXe*→Ar1S0+Хе*7р[5/2]2 и Ar1S0+Хе*6d[7/2]0

3. Для соответствующих возбужденных состо-
яний определены молекулярные постоянные и построены потенциальные кривые. Эти данные получены впервые.

РЕЗОНАНСНАЯ МНОГОФОТОННАЯ ИОНИЗАЦИЯ. МОЛЕКУЛЫ. ИОНЫ. ВОЗБУЖДЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ. БЛА-
ГОРОДНЫЕ ГАЗЫ. ЭЛЕКТРОННЫЕ СОСТОЯНИЯ. ДИССОЦИАЦИЯ. МАСС-СПЕКТРОСКОПИЯ. ЛАЗЕРНОЕ ВОЗБУЖ-
ДЕНИЕ.

Ч е р н ы ш е в а  Е . А . ,  С а х а р о в  А . В . ,  Ч е р к а ш и н  Н . А . ,  Л у н д и н  В . В . ,  Ц а ц у л ь н и к о в  А . Ф. 
ВЛИЯНИЕ ДАВЛЕНИЯ В РЕАКТОРЕ НА ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СТРУКТУР InGaN, ВЫРАЩЕННЫХ 
МЕТОДОМ ГФЭ МОС.

Исследовано влияние давления в реакторе на оптические свойства InGaN при их выращивании методом газо-
фазной эпитаксии из металлорганических соединений. Обнаружено, что изменение указанного давления приводит 
как к модификации вхождения индия, так и к существенному изменению оптических свойств структур.

НИТРИДЫ III ГРУППЫ. СВЕТОИЗЛУЧАЮЩИЕ ДИОДЫ. ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. ДАВЛЕНИЕ. ЭПИТАКСИЯ.

Ш е м я к и н а  Т. А. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ ОГРАНИЧЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ ФРАНКЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА.

В работе получены условия разрешимости задачи Коши для гиперболической системы квазилинейных диф-
ференциальных уравнений с  частными производными первого порядка. Исследование качественных свойств этих 
решений основано на методе дополнительного аргумента.

КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯД-
КА. СИСТЕМА ФРАНКЛЯ. СИСТЕМА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА. ЗАДАЧА КОШИ. МЕТОД ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО 
АРГУМЕНТА.  

Ш и л я е в  А . В . ,  Б а ж е н о в  Н . Л . ,  М ы н б а е в  К . Д . ,  З е г р я  Г. Г. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР И 
ОПТИЧЕСКИЕ ПЕРЕХОДЫ В НАНОГЕТЕРОСТРУКТУРАХ НА ОСНОВЕ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ ТЕЛЛУ-
РИДА КАДМИЯ И РТУТИ.

Представлены результаты экспериментов по исследованию фотолюминесценции наногетероструктур CdHgTe. 
Проведен расчет положения уровней размерного квантования для реальных образцов CdHgTe с квантовыми ямами 
с учетом эффекта непараболичности закона дисперсии. Экспериментально подтверждена возможность наблюдения 
оптических переходов с участием электронов и легких дырок в структурах с квантовыми ямами.

ТВЕРДЫЙ РАСТВОР. КАДМИЙ-РТУТЬ-ТЕЛЛУР. ФОТОЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР. НЕ-
ПАРАБОЛИЧНОСТЬ ЗАКОНА ДИСПЕРСИИ.
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A n t i p i n a  N . A . ,  P e s h c h e r e n k o  S . N. MATHEMATICAL MODELING OF SOLID PARTICLES MOTION 
IN SUBMERSIBLE SEPARATORS.

Mathematical model of solid particles tracking in submersible gravity and hydrocyclone separators has been put forward. 
Optimal geometry parameters of the devices were chosen. The calculated and experimental data were compared.

GRAVITY SEPARATOR. HYDROCYCLONE. MODELING. OPTIMIZATION.

B e r d n i k o v  Ya . A . ,  I v a n i s h c h e v  D . A . ,  K o t o v  D . O . ,  R i a b o v  V. G . ,  R i a b o v  Yu . G . ,  S a m s o n o v 
V. M. THE MEASUREMENT OF MAIN CHARACTERSITICS OF LIGHT HADRONS IN GOLD NUCLEI COLLI-
SIONS AT 39.0 AND 62.4 GeV.

π- and φ-mesons resulting spectra and nuclear modifi cation factors measured in Au+Au collisions at NNs = 39.0 and 
62.4 GeV have been presented. Comparison of nuclear modifi cation factors measured for π0-mesons in Cu+Cu and Au+Au 
collisions at  NNs = 22.4, 39.0, 62.4 and 200 GeV was carried out. It is shown that maximum energy of SPS synchrotron at 
CERN is not enough to reveal the jet-quenching eff ect. 

QUARK-GLUON PLASMA. MESONS. PRODUCTION. CRITICAL POINT. ANALYSIS.

C h e r n y s h e v a  E . A . ,  S a k h a r o v  A . V. ,  C h e r k a s h i n  N . A . ,  L u n d i n  V. V. ,  Ts a t s u l n i k o v  A . F. 
REACTOR PRESSURE EFFECT ON OPTICAL PROPERTIES OF MOVPE-GROWN InGaN HETEROSTRUCTURES.

Infl uence of reactor pressure during MOVPE growth on optical properties of InGaN heterostructures has been studied. 
It was found that reactor pressure infl uences not only indium incorporation, but also strongly modifi es optical properties 
of structures.

III-NITRIDES. LIGHT-EMITTING DIODES. OPTICAL PROPERTIES. PRESSURE. EPITAXY.

D e n i s o v  A . V. THE PROOF OF EFFECT OF SHIELDING OF A HARMONIOUS WAVE OF VERTICAL 
POLARIZATION BY AN ISOTROPIC PLASMA LAYER.

The elementary proof of eff ect of shielding of a harmonious wave of vertical polarization by an isotropic plasma layer 
with a maximum electronic concentration is obtained as losses in a layer tend to zero if a frequency of a wave is equal to the 
maximum plasma frequency of a layer.

WAVE OF VERTICAL POLARIZATION. TRANSMISSION COEFFICIENT. ELECTRODYNAMIC BOUNDARY CONDITIONS.

D ’ y a c h k o v   P. N . ,  B o c h k o v  I . A.  TERAHERTZ NANOANTENNA   BASED ON CARBON NANOTUBES 
MODIFIED CHEMICALLY WITH BORON OR NITROGEN. 

The eff ects of chemical modifi cation of the carbon nanotubes (CNTs) due to injection of the boron or nitrogen atoms 
on the electromagnetic properties of CNTs are studied. The calculation of the band structure of carbon nanotubes modi-
fi ed chemically is performed using the linear augmented cylindrical wave method. Semiclassical model for the dynamics of 
electrons is used to calculate the linear conductance of CNTs. To investigate the antenna characteristics of CNT a scatter-
ing of plane electromagnetic wave on CNT is considered and a boundary problem for Maxwell’s equations is analyzed. It 
is demonstrated that the substitution of carbon atoms for boron or nitrogen is an eff ective way to improve antenna charac-
teristics of CNTs. 

ANTENNA. CARBON NANOTUBES. SIMULATION. BAND STRUCTURE. AUGMENTED CYLINDRICAL WAVE METHOD.
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F i l i m o n o v  A . V. ,  B u r k o v s k i  R . G . ,  B r o n w a l d  Y u . A . ,  V a k h r u s h e v  S . B . ,  S h a g a n o v  A . P. , 
F o t i a d i   A . E. TIGHTENING OF THE SOFT MODE IN EPITAXIAL THIN FILMS OF RELAXOR FERRO
ELECTRIC MATERIALS.

The paper presents the results of inelastic scattering of synchrotron radiation in epitaxial thin fi lms of magnesium niobate. 
It is shown on the basis of obtained results that polar nano-regions in relaxor fi lms is governed by mechanisms other than soft 
mode condensation.

FERROELECTRIC. RELAXORS. THIN FILMS. MAGNESIUM NIOBATE. INELASTIC SCATTERING. SYNCHROTRON 
RADIATION. POLAR NANOREGIONS.

K a r a b e s h k i n  K . V. ,  K a r a s e o v  P . A . ,  B e l y a k o v  V. S . ,  A r k h i p o v  A . V., T i t o v  A . I .  THE 
INFLUENCE OF COLLISION CASCADE DENSITY ON GaN SURFACE TOPOGRAPHY AND SURFACE SHIFT 
UNDER ATOMIC AND MOLECULAR ION BOMBARDMENT.

Eff ect of collision cascade density on GaN surface properties under molecular and atomic ion bombardment have been 
studied. At low level of cascade density swelling prevails sputtering. In the case of molecular ion irradiation, when cascade 
is high, sputtering is more eff ective than swelling. Threshold behavior of these phenomena is established and corresponding 
values are found. Physical reasons are suggested.

ION IMPLANTATION. MOLECULAR IONS. GALLIUM NITRIDE. SWELLING. SPUTTERING. SURFACE TOPOGRAPHY. 
MOLECULAR EFFECT. COLLISION CASCADE.

K a r a s e o v  P. A . ,  T i t o v  A . I . ,  U l l a h  M . - W. ,   D j u r a b e k o v a  F. ,   K u r o n e n  A . ,   N o r d l u n d  K. 
MOLECULAR DYNAMIC SIMULATION OF DAMAGE FORMATION IN GaN UNDER ATOMIC AND MOLE-
CULAR ION BOMBARDMENT. 

Results of atomistic simulation of (0001) GaN surface bombardment by 50 eV/a.m.u. atomic (F, P, Ag) and molecular (PF2 
and PF4) ions are presented. Strong in-cascade recombination of generated point defects is found. Final defect distributions 
are signifi cantly shifted towards the surface. Both these fi ndings are in good agreement with experimental data on formation 
of structural defects in GaN under accelerated ion irradiation. Enhanced defect generation as compared to approximation 
given by binary collisions is found for heavy atomic (Ag) and molecular (PF4) ions. In the case of molecular ion the mentioned 
eff ect is observed close to the sample surface only.

GALLIUM NITRIDE. GaN. ION IMPLANTATION. MOLECULAR IONS. MD SIMULATIONS. DEFECTS. COLLISION 
CASCADE. MOLECULAR EFFECT.

K h o d o r k o v s k i i  M . A . ,  M u r a s h o v  S . V. ,  B e l y a e v a  A . A . ,  S e r d o b i n t s e v  P. Yu . ,  R a k c h e e v a  L . P. 
THE EXCITED STATES OF ARGON-XENON MOLECULES IN THE FAR ULTRAVIOLET AREA STUDIED USING 
THE (3+1) REMPI METHOD.

The photoionization spectra of ArXe dimer molecules near the excited states Xe* 7p, 6d in the high-energy area 
87500 – 90000 cm–1 close to the energy of ionization of molecules were recorded by the method of three-photon excitation 
of molecules followed by one-photon ionization, (3+1)REMPI method. There are 12 states of Xe* in this area, two of 
these states are allowed at three-photon excitation. The spectrum recorded by monitoring the molecular ions ArXe+ has 
the complicated image. The dissociation limits of two vibrational systems were measured: ArXe*→Ar1S0+Хе*7р[5/2]2 and 
Ar1S0+Хе*6d[7/2]0

3. For these excited states the molecular constants and the potential curves were calculated. These data 
were obtained for the fi rst time.

RESONANCE MULTIPHOTON IONIZATION. MOLECULES. IONS. EXCITED STATES. RARE GASES. ELECTRONIC 
STATES. DISSOCIATION. MASS-SPECTROSCOPY. LASER EXCITATION.

K i e s e w e t t e r  D . V. ,  S a v i n a  A . Yu . ,  L e v i n  V. M . ,  B a s k a k o v  G . G. THE MEASUREMENT OF ATTENU-
ATION IN POLYMER OPTICAL FIBERS DOPED WITH FLUORESCENT DYE.

The new method of measurement of attenuation in dye-doped polymer optical fi ber based on side illumination is put 
forward. Attenuation coeffi  cient of diff erent polymer optical fi ber doped with Rhodamine 6G dye is measured. The infl uence 
of conditions of measurements on measuring attenuation coeffi  cient is detected.

POLYMER OPTICAL FIBER. ATTENUATION. FLUORESCENCE. MEASUREMENTS. RHODAMINE 6G DYE.

K o p y t o v  G . F. ,  P o g o r e l o v  A . V. ENERGY CHARACTERISTICS OF A CHARGED PARTICLE IN A PLANE 
MONOCHROMATIC WAVE AND IN A MAGNETOSTATIC FIELD.

The problem of a charged particle motion in an external fi eld of a plane electromagnetic wave and a uniform magnetostatic 
fi eld has been analyzed. The motion of particles with diff erent initial conditions was considered. The dependence of particle 
energy on the intensity of electromagnetic wave and the frequency ratio was obtained.

PLANE ELECTROMAGNETIC WAVE. UNIFORM MAGNETIC FIELD. ACCELERATION OF CHARGED PARTICLES. 
PARTICLE ENERGY AVERAGED OVER TIME.
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K o t o v a  M . S . ,  D r o n o v  M . A . ,  B e l o g o r o k h o v  I . A. THE RESISTIVE SWITCHING EFFECT IN POLYMER 
MATERIALS AND NONVOLATILE MEMORY BASED ON THIS EFFECT.

Resistive switch eff ect in polystyrene has been investigated at room temperature and at the liquid helium temperature. 
Applied fi elds did not exceed 400 kV/cm, values of current density were less than 8 mA/mm2. Stable, fast (down to 10 ns), 
multiple (up to 106 times) reiterative switches were fulfi lled for creation nonvolatile resistive memory. 

RESISTIVE MEMORY. NONVOLATILE MEMORY. ELECTRICAL SWITCHES. POLYMER MATERIALS. MODEL OF 
CONDUCTING FILAMENTS.

K u r a p t s e v  A . S . ,  S o k o l o v  I . M. A COMPARISON OF MACROSCOPIC AND MICROSCOPIC METHODS 
OF CALCULATION OF DIELECTRIC PERMITTIVITY OF DENSE ULTRACOLD ATOMIC CLOUDS.

In this article we discuss the problems of theoretical description of light interaction with complex atomic systems, chilled 
down to very low temperatures. Basic actual approaches are outlined and the results are compared.

COLD ATOMS. DENSE ULTRACOLD ATOMIC CLOUDS. STRONG LOCALIZATION. QUANTUM OPTICS. RESONANCE 
DIPOLE-DIPOLE INTERACTION.  

K u z n e t s o v  V. E . ,  K i s e l e v  A . A . ,  O v c h i n n i k o v  R . V. ,  D u d n i k  Yu .  D. ELECTRODES OF SINGLE-
PHASE ALTERNATING CURRENT PLASMA TORCHES AND MATERIALS FOR ITS PRODUCTION.

The paper deals with problems which solution is necessary to provide maximal lifetime of electrodes for alternating 
current plasma torches.  Investigation of erosion resistance of various materials intended for electrode production is repre-
sented in the paper.  The experimental data obtained in the course of the long-time lifetime testing of the plasma torches 
are reported.  

ELECTRODE. THREEPHASE ALTERNATING CURRENT PLASMA TORCH. COMPOSITE MATERIALS. LIFETIME. 
EROSION.

M a g o m e d o v  A . M . ,  M a g o m e d o v  T. A. THE CALCULATION OF THE SUBGRAPH WITH THE MAXIMAL 
PSEUDODENSITY.

In this paper a new approach to eff ective calculation of a subgraph with the maximal density has been found. A pseudo-
density is defi ned as the |E|/|V|  ratio of the G = (V, E) graph. The use for solving consecutive scheduling problem is considered.

GRAPH. BIPARTITE GRAPH. CONSECUTIVE SCHEDULE. MATCHING. NP-HARD.

M o r o z  A . P. ,  S e r e b r y a k o v  A . S . ,  B e r d n i k o v  Ya . A. THE INFLUENCE OF CONSTRUCTIONAL FEA-
TURES OF Si(Li) DETECTOR ON THE AMPLITUDE SPECTRUM FORM.

The paper considers some aspects of the infl uence of the detector constructional features on the shape of the amplitude 
spectrum of Si(Li) detector as an example. The results of the detector imitation program and of the incomplete charge col-
lection from dead layers are described. 

Si(Li) DETECTOR.  AMPLITUDE SPECTRUM SHAPE. INCOMPLETE CHARGE COLLECTION. DEAD LAYER. COMPUTER 
SIMULATION. MONTE CARLO METHOD. HETEROGENEOUS SAMPLE. 

N g u y e n  V a n  T h a n g ,  A r s e n i e v  D . G . ,  B e l y a e v  A . K.  THE ROTATIONAL SPEED DETERMINATION 
FOR A BUSH IN THE FLOATING RING BEARING WITH ALLOWANCE OF LUBRICATION HYDRODYNAMICS 
AND CENTRIFUGAL FORCES.

Our study gives the theoretical representation of the rotational speed determination for the bush in the fl oating ring 
bearing with allowance of lubrication hydrodynamics and centrifugal force. The basic results are referred to the short bearing 
investigation. 

CENTRIFUGAL FORCES. REYNOLD’S EQUATION. TORQUE. SHORT BEARING. LUBRICATION HYDRODYNAMICS.

P e r m i n o v  A . V. EQUILIBRIUM STATES OF INTEGRATED NEWTONIAN FLUID.
General form of viscous tension tensor for integrated Newtonian fl uid in the high-frequency vibration fi eld has been 

obtained in this work. Conditions of equilibrium and quasi-equilibrium states of integrated Newtonian fl uid in the free shape 
closed cavity were formulated. Besides solid state existence condition for Bingham liquid was described.

NON-NEWTONIAN LIQUID. VIBRATIONS. CONVECTION. EQUILIBRIUM. QUASY-EQUILIBRIUM.

P e t r i t c h e n k o  M . R. SPLITTING EXPANSIONS FOR THE ORDINARY QUASI-LINEAR DIFFERENTIAL 
EQUATIONS IN THE LIMITING PROBLEMS.

The splitting procedure transforms a quasi-linear limiting problem into a sequence of linear limit problems. The split 
sequence equations form Hamilton’s systems connected to the conditions of the extremum.

FUNCTIONAL SERIES. LIMITING PROBLEM. BOUNDARY FLOW. TRANSFORMATION GROUP. HAMILTONIAN. 
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S a b a n t s e v  A . V. ,  P o b e g a l o v  G . E . ,  M u r a s h o v  S . V. ,  M e l ’ n i k o v  A . S . ,  K h o d o r k o v s k i i  M . A. THE 
FLUORESCENT MICROSCOPE UPGRADING TO INVESTIGATE BIOLOGICAL STRUCTURES WITH SUBDIF-
FRACTIONAL RESOLUTION.

An upright fl uorescence microscope, which is a part of the Optical Tweezers set-up, is upgraded to perform localiza-
tion microscopy. The resolution of 50 nm was obtained with a test object. Recommendations on upgrading already existing 
or newly bought microscopes to perform localization microscopy and on calibrating and testing upgraded microscopes 
are proposed.

FLUORESCENCE MICROSCOPY. LOCALIZATION MICROSCOPY. LASER TWEEZERS SET-UP. DNA. YOYO-1.

S h e m y a k i n a  T. A. THE THEOREM ON EXISTENCE OF A BOUNDED SOLUTION OF THE CAUCHY 
PROBLEM FOR THE FRANKL SYSTEM OF HYPERBOLIC TYPE. 

The conditions of resolvability of the Cauchy problem have been obtained for a hyperbolic system of fi rst order quasilinear 
partial diff erential equations. The investigation of the characteristic properties of the solutions was based on the method of 
an additional argument. 

FIRST ORDER QUASILINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS. FRANKL SYSTEM. SYSTEM OF HYPERBOLIC 
TYPE. METHOD OF AN ADDITIONAL ARGUMENT.

S h i l y a e v  A . V.  B a z h e n o v  N . L .  M y n b a e v  K . D .  Z e g r y a  G . G. ENERGY SPECTRUM AND OPTICAL 
TRANSITIONS IN CdHgTe NANOHETEROSTRUCTURES.

Experimental results of photoluminescence in CdHgTe nanoheterostructures are presented. Calculations of size-quan-
tization levels in CdHgTe with quantum wells were performed with account for the eff ect of nonparabolicity of the energy-
versus-wave vector dependence. Our experiments confi rmed possibility of observation optical transitions involving electrons 
and light holes in the quantum-well structures.

SOLID SOLUTION. MERCURY CADMIUM TELLURIDE. PHOTOLUMINESCENCE. ENERGY SPECTRUM. 
NONPARABOLICITY OF DISPERSION LAW. 

S t u k o v a  E . V. ,  K o r o l e v a  E . Yu . ,  Tr y u k h a n  T. A . ,  B a r y s h n i k o v  S . V. A CHANGE IN INCOMMEN-
SURATE PHASE EXISTENCE IN (NaNO2)1–x(BaTiO3)x FERROELECTRIC COMPOSITE.

The temperature and frequency dependences of dielectric properties of (NaNO2)1–x(BaTiO3)x ferroelectric composites 
have been studied. It was shown that in the composites as well as in solid solutions, the mutual infl uence of the components 
may lead to the expansion of incommensurate phase existence in NaNO2. The greatest contribution to the low-frequency 
dielectric constant of the composite is due to the Maxwell-Wagner polarization.

FERROELECTRIC. PERMITTIVITY. COMPOSITES. PHASE TRANSITION. SPONTANEOUS POLARIZATION.

T i k h o m i r o v  V. V. AN ANTIPLANE PROBLEM FOR A CRACK  PENETRATING INTO AN ELASTIC INCLU
SION PROVIDED THE PHASE CONTACT IS IMPERFECT.

In the paper we consider an interaction of the semi-infinite crack of mode III with circular elastic inclusion. Im-
perfect contact at the interface is supposed. The interface conditions are described by a spring-type model assuming 
that the traction continuity remains intact, while the displacement experiences a jump proportional to the interfacial 
traction. As a result the use of the generalized integral transform of Mellin the problem reduced to hypersingular in-
tegral equation. Exact analytical solution in closed form of this equation is founded. For the stress intensity factor the 
simple mathematical formula is obtained. Two limiting situations are studied: the case of perfect contact and the case 
of sliding contact. 

ANTIPLANE CRACK. CRACK INTERACTION WITH INCLUSION.   IMPERFECT CONTACT. 

T r e g u l o v  V. V. THE TECHNIQUE OF INVESTIGATION OF SURFACE STATES IN A SHARP 
NONSYMMETRICAL CdS/p-Si HETEROSTRUCTURES. 

The technique for determining the energy density of surface states in a sharp nonsymmetrical heterostructures, based on 
the measurement of high-and low-frequency capacitance-voltage characteristics, is presented. The technique can be applied 
in the case, where the charge of surface states depends on the voltage of a reverse bias. The results of investigation of the 
CdS/p-Si heterostructure produced by hydro-chemical deposition are presented.

HETEROSTRUCTURE. PHOTOELECTRICAL CONVERTER. DEEP LEVELS. CAPACITANCE-VOLTAGE CHARACTE-
RISTICS. SURFACE STATES.

V e i s  A . N . ,  I l y i n  V. I . ,  Tr o p i n a  N . E. FEATURES OF ENERGY SPECTRA AND PROPERTIES OF 
POLYCRYSTALLINE Pb1–x Cdx Se FILMS FORMED ON CALCIUM FLUORIDE AND GLASS SUBSTRATES. 

High-temperature treatment of fi lms on the glass substrates creates composite fi lms of main materials and dielectric 
phase in the oxygen-containing medium. In this case the concentration of free holes in the vicinity of the crystallites surface 
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decreases and photoluminescence of fi lms grows up. Annealing in iodide vapor leads to the appearance of photoconductivity 
and to sharp intensifi cation of   photoluminescence of fi lms. The eff ects are explained by inversion of surface conductivity in 
PbSe crystallites because of formation of localized states having the donor character.

LEAD SELENIDE. COMPOSITE FILM. OPTICAL ABSORPTION. PHOTOLUMINESCENCE. BAND GAP. LATTICE 
PARAMETER.

Z i m i n o v  V. M . ,  Z a k h a r o v a  I . B. THE RECTIFYING PROPERTIES OF C60 FULLERENE-BASED 
STRUCTURES. 

The structure, composition and electrical properties of the fi lms produced by the vacuum evaporation method from a 
mixture of C60 with organic or inorganic donor semiconductor were investigated. Diode current-voltage characteristics with a 
rectifi cation ratio, depending on the composition and structure of the fi lms were found. A comparative study of the composite 
structures was carried out, conclusions about the prospects of using a mixture of inorganic semiconductor with a fullerene to 
make a bulk heterojunction-based diode with a high rectifi cation ratio were done.

FULLERENE. THIN FILMS. BULK HETEROJUNCTION. ELECTRICAL PROPERTIES. ORGANIC-INORGANIC HYBRIDS.
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